VIII.3) Campos relativisticos
a) Interpretacao da equagao de Dirac

A saida encontrada por Dirac para resolver os problemas gerados pelas solugoes de E < 0 da sua equacao foi a de
supor que todos os estados de ' < 0 estao ocupados por elétrons segundo o principio da exclusao de Pauli.

Assim, Dirac passou de uma teoria de uma particula quantica relativistica para uma teoria relativistica de muitas
particulas. O vacuo de teoria de Dirac é entao o chamado mar de Dirac onde todos os estados de energia negativa
estdo ocupados e este é o estado de referéncia de £ = 0. Um elétron pode ser criado pela absorgdo de 1 foton,
deixando um buraco (auséncia de um elétron com E < 0) no espectro de energias negativas. Da mesma forma, este
elétron poderia voltar a ocupar o estado inicial ap6s emitir um foéton, Pictoricamente teriamos:
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A auséncia de um elétron de E/ < 0 e carga e corresponde & presenca de uma particula de E¥ > 0 e carga -e, ou seja,
um pdsitron. Esta é a anti-particula de elétron.

Desta forma, a interpretacao proposta por Dirac nos leva a encarar a sua equagao como a equagao de um campo
spinoral relativistico ao invés de uma equacdo para a funcdo de onda de uma particula. A relagdo entre o campo
spinoral de Dirac e a funcdo de onda de particula considerada é, como em qualquer teoria de muitos corpos, obtida
através de

v (w) = (119 (#) [0)
ou )
Y (z) = (0] (z) [1) (VIIL3.1)
onde o estado |1) representa o estado de 1 elétron (se E > 0) ou de 1 positron (se E < 0). Retornaremos a este ponto

quando fizermos a expansao de ondas planas de Campo de Dirac mas, antes porém, vamos analisar as simetrias
existentes entre as fungoes de onda dos estados com E > 0 com as de E < 0.

i) Conjugacgao de carga

Devemos ter uma correspondéncia entre as solugoes de

(iha— % - mc) Y =0 (VIIL3.2)



com F < 0 e as fungdes de onda dos positrons que sao solugdes de E > 0 de

(ma+ % - mc) e =0 (VIIL3.3)

Tomando o complexo conjugado (c.c.) da (VIIL.3.2) temos

<ma* _A mc) P =0

C
ou
[(—ih@u — ZA”) AH* — mc} v* = 0
= [(ih@u + EA“) A 4 mc} $* = 0. (VIIL3.4)

Introduzindo o operador C+° temos

[ (00 + S44) (C°) 4 (€°) " +me] (€1%) w7 =0 (VIIL3.5)

Se COyh* (CWO)_l = —~* teremos
[(ih@u + %AO Y- mc} (CY°) " =0
ou
. € 0,/ *
(zhau + EA —mc) Cyy* = 0
= 0% = ¢, = ' (VIIL3.6)

Entdo, dado que as matrizes v satisfazem a relaciio 7°y**~4° = ~#T devemos encontrar o operador que satisfaca
Cy*TC~1 = —4#. Pode-se mostrar que

C = i*A’=-Cctl=-Cct=-C"T

Exemplo:

Seja
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Entao, a auséncia de um elétron com E < 0 e spin | implica na presenga de um pésitron com F > 0 e spin 1.

Em geral se



ou seja, ¢ é autoestado de spin e momento, temos

¢c — C’}/O’(/)*
_ o [ ¥+ mc 14\ _ T + me 1=\ o .
= o (T) (55) v - e () ()
_egn—zcmc (1 +275§/> Yo (VIIL3.7)

= c.c + C9 leva uma solugao de E < 0, momentum p,, e polarizagao s, em outra de E > 0 e mesmos p,, € S,.

Podemos ainda concluir que c.c +C+° + (A, — —A,) é uma operagao de simetria da equagdo de Dirac. A esta

operagdo déa-se o nome de conjugacdo de carga (C).

ii) Reflexao espacial

Aqui temos X' = —x et/ =t = A*, = g"".
Como S™14#S = A*,v" devemos ter P~1y#P = g'’~" que é obedecida por P = €*#40.

= ¢’ () = Py (2) = 7% (a°, —x)

Para uma particula em repouso

Yoi2 = 1/11,2
Yosa = —U34

A transformacao para fungoes escalares e vetoriais é da forma

P (Xa t) = ¢I (let) =¢ (7Xv t)
PA (x,t) = A'(X,t)=—-A(—x,t)

Esta transformacao deixa a equagao de Dirac invariante.

iii) Inversao temporal

Agora, x' =xet = —t.

Tomemos o c.c. da equacao de Dirac. Temos entao

—maw*ai(tx’t) = {ca* : (mv - ef) + B*mc® + e¢} ¥* (x,t). (VIIL3.8)

Seja T o operador tal que T9* (t) = ¢’ (). Aplicando-o dos dois lados da (VIII.5.8) teremos

m% = {—c (Ta*T™) - (—mv - eA(:t/)> + (TB*T~ ") me® + eg (x, t’)} ¢ (x,t"), (VIIL3.9)

onde usamos que A’ (x,t') = —A (x,—t) e ¢/ (x,t') = ¢ (x,—1),

Ta*T ! = —«
T =5



deixam a ED invariante.

Pode-se mostrar que estas relagdes sdo satisfeitas se T = +iy'y® = —iala®. A operacdo c.c.+T é a ja conhecida

inversdo temporal 7. Em geral tém-se para spinores autoestados de momento e spin,

T (eﬂ;;;nc) (1 +2’75?/) ¥ (x,1) T (eﬂ;n—il—cmc> 717 (1 +;5$/*> 19 (x,t')

_ €ﬂ/+mc 1+’Y55// ’ /
N ( 2me >< 2 >w(x,t)

onde p' = (pg, —p) e ' = (sp, —S) como esperamos classicamente para a operacao de inversdo temporal.

Como P e T sdo operagoes de simetria quando A, = 0, podemos usa-las na construgao da funcao de onda do
positron através de

PO (T4 (x))" = PCTW(x)

= ie"vy51) (x) onde 2’ = —z.

Ypor (2')

Se
v = (T) (B e
= Yper (&) = i€y (eﬂ;;lzw) (1 +2%$/> ¥ (x)
— <_6§;_Cmc> (1 _2%3/> Ypcr (2') .

Esta equagao difere da (VIIL.3.7) apenas no sinal do spin, o que é de se esperar haja vista a presenga da inversao
temporal na construcao de .. Entao, podemos descrever a funcao de onda do pésitron com energia positiva como
a de um elétron de energia negativa multiplicada por ie’¥~s5 se movendo para tras no espago-tempo.

Na presenca do campo eletromagnético, devemos usar esta mesma transformacao no estado que é solugao da ED
para E <0,

{ca : (—mv - eA) + Bme® + e¢>} Y (z) = —Ep(x).

C

Usando que A;(x’) = Au(z) quando x), = —x,, teremos

{Ca ' (iﬁv/ + EAIC(II)> + Bme? — €¢/(Il)} Yper () = Edper (),

corroborando mais uma vez a interpretacao dada no caso da particula livre.

b) O campo de Dirac

Para a equagao de Dirac podemos proceder em analogia com o que fizemos com o campo de Schrodinger.

Se a equagao de Dirac é uma equagao de campo, ela pode ser obtida de

oy
Zhﬁ - [wvH]

onde
H= /d% Y (—ihea - V + Bmc?) ¢ (VIIL3.10)



Outros operadores uteis definidos de forma analoga aos dos sistemas nao relativisticos de muitos corpos sao:

P= /w (—ihV) ¢ d*z, (P* = (E/c,p))

M = ihapy? (x”a -z 0

VA
G~ o T T ) o (VIIL3.11)

onde LV = i [’y”,’yA].
O operador momento angular total pode ser obtido como a componente M integrada em d*z, ou seja,
M = / 3z MO (VIIL3.12)

que é uma constante de movimento,

J = (M237M31,M12)
- /d% P <r x (—ih)V + h;) 0

J=L+S. (VIIL3.13)

ou

A conservagao da corrente nos diz que d,j* = 0 ou

Q= /d3x YTy = constante (VIIL.3.14)

Aqui também podemos expandir ¢ (x,t) em ondas planas como

d3p ’ITLC2 —ip-x ip-T
) e e A T IR

onde E, = \/p?c®2 + m?c*, p-x = ptx, e, agora, ao invés de amplitudes, b (p, s) e d (p, s) sdo operadores, assim como
o campo 1 (x,t). Como a equacao de Dirac nos levou naturalmente a descrigdo de férmions (elétrons e positrons),
estes operadores devem obedecer as relagoes de anticomutagao

{b(pv 8)7 bT (plv Sl)} 558’5(p - p/)
{d(p,s),d'(v,s")} = Gssd(p—P)
e todos os demais anticomutadores nulos. Usando este resultado é facil mostrar que
{vae) ¥l (X0} = dasd(x=x) e
{0} = {¢h9'}=0

Com estas expressoes temos
N————
- —d1 (p,3)d(p,5)+{d.d}

Como o termo { , } aplicado a [0) = [0)[y;5 Tesulta em uma constante infinita, podemos redefini-la como zero, ou

seja, este é o vacuo desta teoria. Assim,
NP (ps) = b"(p,5)b(p,s) e
N (p,s) = d"(p,s)d(p,s)

sdo, respectivamente, o nimero de elétrons e positrons presentes. Portanto, P*|0) = 0.

A conservacao da corrente pode ser escrita em termos de operadores de nimero como
Q= Z/d3p {N(H (p,s) — NG (p, s)| = constante
+s

ou seja, a carga total do sistema se conserva.



b) O campo escalar - Klein-Gordon

Inspirados na interpretacao de Dirac para a sua equagao podemos também interpretar a equagao de KG como uma
equagao de campo. Assim, podemos usar todos os resultados da quantizagdo do campo escalar que vimos na se¢ao
(VIIL.3) com a tnica diferenga que agora hw (k) = vV c2h?k? + m?c* e

h? 9%¢
_EW — h2V290 + m2C4(,0 =0
ou
~0

1
D(p+ FCP

Os campos podem ser expandidos como

P’k z(k»x—wt) T —i(k-x—wt)
o (x,1) R +at (ke } (VIIL3.15)
'/T

la(k),a’ (K)] =6 (k—K)

onde

[a,a] = [aT,aT] =0.
Os operadores hamiltoniano e de momento linear total podem ser escritos como
H= /d‘% hw(k) af (k)a(k) e P= /d3khk a’ (k)a (k). (VIIL3.16)

Note que em (VIIL.3.15) o campo ¢ (x,t) é expandido em componentes de energias positivas e negativas. Aqui
também estas componentes representam os estados correspondentes a anti-particulas.

Como o campo ¢ (x,t) é escalar, ndo ha graus de liberdade que possamos associar ao spin da particula e, portanto,
este campo descreve a dindmica de particulas com spin S = 0.

Podemos ainda construir campos com graus de liberdade internos ¢; (x,t) (como o campo EM) que estariam ligados
com o momento angular interno (de spin) da particula, o que nos levaria a descrigdo de bésons com spin.

Um outro caso importante de campos escalares é o de campos escalares complexos. Neste caso temos,
o (x,t) = 7 [p1 (x,t) +ip2 (x,t)]  (VIIL3.17)

com 1 e p2 €R, e (O+1/x32)p1 = (O+1/x2) 2 =

E facil mostrar que existem operadores

0 (0 = Lo () + o k)
oy 19 = = [al (k) —ia} (1)
0y (0 = [ () —iaa (1]
af k) = %[a{ (k) +ia} ()], (VIIL318)



A conservagao de corrente 0,j* = 0 implica, como vimos antes, em

o_ i

T 9me? /dsx (p* o — ™) = constante

Mas, em termos de operadores de niimero, podemos escrever

Q=3 (M -ND)  (viLz.ag)
k

Portanto, o campo escalar complexo pode ser interpretado como um campo carregado onde as particulas possuem
carga (+1) e as anti-particulas carga (—1).

d) Conclusées

Vimos, portanto, que as equagdes de onda relativisticas devem ser encaradas como equagoes de campos e que 0s
quanta dos respectivos campos sao particulas (associadas as energias positivas) que gozam de diferentes caracteris-
ticas dependendo do campo em questao.

Temos, por exemplo, como extensoes do que vimos nesta secao o seguinte:

i) Campo escalar massivo (KG) = bosons massivos, neutros e de spin = 0.

i) Campo vetorial massivo (Proca) = bosons massivos, neutros e de spin # 0 (inteiro).

iii) Campo vetorial ndo massivo (EM) = f6tons; bosons ndo massivos de spin # 0.

iv) Campo escalar complexo = bosons massivos, carregados e de spin = 0.

v) Campo Spinoral (Dirac) massivo = férmions massivos carregados.

vi) Campo Spinoral ndo massivo = férmions ndo massivos (modelo original de neutrinos).

A nossa intencao nesta secao foi apenas estabelecer a formulacao de onde se deve iniciar um estudo mais sistemaético
das interacoes fundamentais presentes na natureza, o que é o objetivo da Teoria Quantica de Campos.



