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4a LISTA

I/2023

1) Considere o movimento de uma part́ıcula de massa m, em 1-D, sujeita ao potencial

V (x) =


∞ se | x |> a

−C|x| se −a < x < a

Assumindo que C > 0, obtenha, na aproximação WKB, a equação que determina os auto

valores de energia se E < 0. Estime o valor mı́nimo de C para que exista pelo menos 1

ńıvel com E < 0.

2) Considere um elétron confinado no interior de uma casca ciĺındrica ôca cujo eixo

coincide com a direção ẑ. A função de onda deve, então, anular-se nas paredes interna e

externa, ρ = ρa e ρb, e também em z = 0 e z = L.

a) Encontre as auto funções de energia deste problema (não é necessário normalizá-las).

Mostre que os auto valores de energia são dados por

Enml =
(
h̄2

2m

)[
k2
mn +

(
lπ

L

)2]
(l = 1, 2, ...,m = 1, 2, ...)

onde kmn é a n-ésima raiz da equação transcendental

Jm(kmnρb)Nm(kmnρa)−Nm(kmnρb)Jm(kmnρa) = 0

onde Jm(ρ) e Nm(ρ) são funções de Bessel e Neumann de ordem m.

b) Repita o mesmo problema no caso de existir um campo magnético B = Bẑ se 0 < ρ < ρa.

Note que os auto valores de energia são influenciados pela presença do campo magnético

mesmo sem que o elétron esteja exposto diretamente a ele.

c) Compare, em particular, o estado fundamental do problema para B = 0 e B 6= 0. Mostre

que ao se exigir que a energia seja independente de B, obtém-se a quantização do fluxo que



2

é dada por

πρ2
aB =

2πNh̄c

e
, (N = 0,±1,±2, ...)

3) Considere um oscilador harmônico forçado descrito pela lagrangiana

L =
m

2
ẋ2 − mω2

2
x2 + f(t)x.

Mostre que o propagador quântico deste sistema é dado por

K(xb, tb;xa, ta) =

√
mω

2πih̄ sinωT
e

i
h̄
Scl

onde

Scl =
mω

2sinωT

[
cosωT (xb

2 + xa
2)− 2xaxb

+
2xb
mω

∫ tb

ta
f(t)sinω(t− ta)dt+

2xa
mω

∫ tb

ta
f(t)sinω(tb − t) dt

− 2

m2ω2

∫ tb

ta

∫ t

ta
f(t)f(s)sinω(tb − t)sinω(s− ta)dsdt

]
,

T = tb − ta, xb = x(tb) e xa = x(ta).

4) Defina a função de partição de um sistema como

Z =
∫
d3x′K(x′, t; x′, 0)|t=−ih̄β

Mostre que a energia do estado fundamental do sistema pode ser obtida calculando-se

lim
β→∞

− 1

Z

∂Z

∂β
.

Ilustre o seu resultado para o caso de um oscilador harmônico.

5) Uma part́ıcula de carga e move-se num campo magnético constante ao longo de ẑ.

Usando o gauge onde Az = 0, mostre que

q ≡ cpx − eAx
eB

e p ≡ cpy − eAy
c

são variáveis canonicamente conjugadas, assim como z e pz. Derive o espectro de energia e

as auto funções na representação q. Discuta a degenerescência ainda existente no problema.


