ix) Teorema adiabatico e as fases de Berry

Consideremos um sistema descrito por uma hamiltoniana H que dependa explicitamente do tempo, ou seja,
H = H (t). Mais ainda, vamos assumir que esta dependéncia temporal seja lenta, isto ¢, a variagdo temporal
explicita ocorre numa escala de tempo muito maior que a escala de tempo natural do sistema, caso H # H (t).

Vamos comegar a investigar este problema introduzindo o conceito de base instantanea. Esta base é definida

através da diagonalizacao
H () |en (1)) = En (t) ln (1)) (11.2.89)

onde (¢, () |¢n (t)) = dmn. Note que aqui, ¢ é tratado como um pardmetro.

Vamos agora resolver a equacao dindmica
Ot
n 20 _ g 4y s (0

dado que |3 (0)) = > cnlen (0)) e que vamos decompor [¢ (t)) =D ¢y, () |@n (t)). Queremos encontrar os ¢, (t).

Substituindo |9 (t)) na equagao de Schrodinger temos:
, dcn san
zhz Whﬁn +thcn 4 ch t) |on (£))

= ch t) [en (1))

Multiplicando por (¢, (t) | & esquerda temos

ih—> = By (1) o (1) = —thcn at|<pn (t)). (I1.2.90)

Vamos calcular (¢ (t) |2 |¢n (£)).

Se k = n temos {(py, () |¢n (1)) = 1, 0 que implica em

& ton () () =0

{Heelb i)+t glion =0

ou

0
2 _ n) =
= 2Re(gnl o [on) = 0
ou

0 .
<@n|&|@n> =ia,; o, €R

Ja para k # n podemos derivar H (t) |¢n) = Ep (t) |@n) em relagdo ao tempo

o )+ 1 (0 28] OBy 1) D)
Multiplicando por (¢ (t) | & esquerda temos
(on ()19 g (1)) + i (1)1 (1) 222 = OB 10 4 i (1) 2 1)

ou ainda, como k #£ n

(e ()1 i (1) + B (1) (o (0) |5 (1) = B () (s (6) | i (1)



Portanto,

{0k (t) [H|pn (1))
E,(t)—E,(t) ’

0
t) | =|pn(t)) =
(o1 (8) 5 on (8)
que levado & (I1.2.90) nos permite reescrevé-la como

e,
ot

(0| H|pn)

E, (t) — By (t) o (t)

A variagao muito lenta implica em

(0| H|pn)
Ey (t) — B (t)

0 que nos permite resolver trivialmente a equagdo para cy (t), que resulta em

— 0,

ek (t) = cx (0) exp —% /fk (') dt’
0

ou ainda
t

o ) = cx O exp 1 [ Bu(t)at x expivi (0

o

_ e
[on () =€ 0 ¢l (¢))
chegamos, finalmente, a
% (6) = en (0) (1))
n=0

ou seja, o sistema evolui no tempo sem sofrer transi¢goes entre os estados instantaneos da hamiltoniana. Estes
estados adquirem apenas fases que nos levaram a defini-los como os estados adiabaticos.

Para sistemas unidimensionais a fase v, (¢) é nula. Entretanto, para sistemas em D > 1 esta fase pode ser ndo
nula e seus efeitos muito interessantes. Essa é a chamada fase de Berry, que passaremos a estudar adiante.

A fase de Berry (M. V. Berry, Proc R. Soc. London A392 45-57 (1984))

Vamos assumir que a dependéncia temporal explicita de H seja devida & dependéncia dessa mesma hamiltoniana
com respeito a um conjunto de parametros R; (¢), Rz (t),... que denotaremos R (¢). O que iremos demonstrar é

t
que ao tragarmos um caminho C nesse espago de parametros, tal que R (0) = R (¢), a fase exp —i [, (') dt’ # 1.
0

Para simplificar a nota¢do chamaremos |, (t)) de |n (R (¢))) onde a dependéncia dos kets com os parametros
R (t) fica explicita. Assim, podemos escrever a expressao para «, (t) como

an (t) = —i(n (R (1)) %IH(R (1)) = —i(n (R (1) [Vn (R(1) - R

onde usamos que

e V é tomado com relacao a R.



Desta forma temos

an()d = —i [ (n(R)|Va(R)-R(t)dt

o — .

(n(R)|Vn(R))-dR = - (C),

SO~ T —

e o expoente que buscamos fica
t
—i/an )t = — §£<n (R)|Vn (R)) - dR = i, (C)  (11.2.91)
C
0

Esta integral pode ainda ser escrita de outra forma se usarmos o teorema de Stokes que, se R € R?, nos leva a

7 (€) 256 (n(R)|Vn (R)) - dR

“Tm 515 R)|Vn (R)) - dR

(pois (n(R)|Vn(R)) é imaginario puro)

_ —Im//Vx R)|Vn (R)) - dS
_ —Im//(Vn (R)| x [Vn (R)) - dS

- —Im//z (Vnlm) x (m|Vn)-dS (11.2.92)

m#n

onde usamos que (Vn|m) x (m|Vn) é sempre imaginario enquanto que (Vn|n) x (n|Vn) = 0 porque (n|Vn) é
imaginario puro.

Por outro lado, (m|Vn) pode ser obtido se tomarmos V de
H(R)[n(R)) = En (R)[n(R))

que da
VHIn(R))+ HR)V|n(R)) =VE,(R)In(R))+ E, (R) VIn(R)).

Agora, multiplicando por (m (R)| & esquerda temos (m # n)

(| HIn) + By (R) n|Vn) = B, (R) (m| Vi)
(m|V H|n)
E,R)-E,(R)’

7//dS-Vn(R

=g Y RIVH (R) I (R) < (B) [V (R) |0 (R)) 11 g
= [En (R) — E, (R)]? -

= (m|Vn) =

que levado em (I1.2.92) nos da

onde

Convém notar que com a nova expressao para -, (C) nao precisamos fazer qualquer restrigdo ao comportamento
de |n (R)) com a variagio de R. Se apos efetuado o transporte ao longo de C temos |n (R)) — ¢*®)|n (R)) & 6bvio
que (n|Vn) — (n|Vn) +iVu(R). Assim sendo, Im(n|Vn) se comporta como um potencial vetor enquanto que o
seu rotacional, V,, (R), se comporta como um campo magnético. Na realidade, pode se mostrar que V-V, (R) =0,
exceto perto de degenerescéncias do espectro do H (R).

Quando a dimensao do espago de parametros for maior que 3 precisamos usar a generalizagao apropriada do
teorema de Stokes através do conceito de formas diferenciais.



Vamos, entéo, estudar (I1.2.93) na vizinhanga de uma degenerescéncia do espectro de H. Suponha que R esteja
proximo do ponto R* onde existe |m (R*)) tal que E,, (R*) = E,, (R*). Desta forma a expressdo para V,, (R) tera
a soma dominada pelos estados |m (R)) quase degenerados com |n (R)). Por simplicidade vamos assumir que exista
apenas um estado |m (R)).

Denotaremos esses estados | + (R)) e | — (R)) com energias E,) (R) e E(_y (R) onde Ey(R) > E_) (R) se
R ~ R*. Entao, até 1* ordem em R — R* temos

. m{+(R)|[VH (R")| - (R)) x (= (R)|VH (R") | + (R)) (11.2.94)
[E (R) — By (R)]?

Vi) (R)

e ainda V(+) (R) = —V(,) (R) = V(=) (C) ==Y+ (C)

Efetuando uma translagdo nos eixos da varidavel R e de E (R) podemos, para simplificar, fazer R* = 0 e
E(+y (R*) = 0. Como sabemos, a forma mais geral para uma hamiltoniana de um sistema de 2 niveis &
1 z T — 1y

H(R):§ T+ iy —z

que tem como auto valores

1 v R
By (R) = —E() (R) = 5 («* +9° +2) " = 5

>ser=y=2=0, R"=0e E4)=E_)=0

Tomando o V de H temos VH = o /2 onde os 0; sdo as matrizes de Pauli. Para simplificar a (I11.2.94) podemos
considerar R na direcdo Z e depois retornar aos eixos originais. Entéo o.|+) = £|£), 04|x) = |F) e oy|E) = £i|F)
e a (I1.2.94) fica

Im(+|oy|=)(=|o=[+)

Va(ry = R =0,
Im(+|oy|—)(—l|ow|+)
Vy(+) = y2R2 i = O’
v Im(+|oa|—)(=loyl+) 1
z2(+) T IR2 T 9R2’
que, nos eixos originais, nos da
R
Vi) (R) = iTRg,

Usando esta forma de V em (I1.2.93) teremos

Q(Ci+
Y(+) (€)=~ //V(i) - dS = 7¥
onde 2 (C(i)) ¢ o angulo solido subentendido pelos contornos C(+) e centrados na degenerescéncia R*,

= expiy(+) (C) = exp —i@. (11.2.95)
Portanto, o estado do sistema adquire uma fase puramente geométrica de fungao do transporte adiabatico do
sistema ao longo de um circuito no espacgo de paradmetros.
Um caso particular do que vimos acima é o de um elétron (4 = ppo) num campo magnético B com H dado
por H = —p - B.
Note que B = R, o parametro vetorial a ser variado.
Assim

V(i) (B) = 553

. 12(C)
expin(y) (C) = expF——
onde €2 é agora o angulo solido subentendido por C quando visto da degenerescéncia B = 0. Assim, vemos que, se
girarmos B de 27 lentamente em torno de um eixo perpendicular ao plano formado por p e B, o dngulo solido que
aparece na fase serd 27 o que implica no estado inicial [¢) se tornar —|1).
Para detetar experimentalmente a existéncia desta fase poderiamos criar a seguinte situacao experimental.
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Devido & existéncia de uma fase entre os dois feixes esperamos um contraste de intensidade dado por

I(0) = cos? (nm (1 — cosf))

onde 6 é o semi-angulo do cone criado pelo movimento de B, como mostra a figura abaixo. No caso mencionado
0 =m/2en=1/2. Em geral, n pode ser inteiro (b6sons) ou semi-inteiro (férmions).
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