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Membranas

- Modelo simples: membrana semipermeavel, Fig. 5.1 (a).
Um certo ndmero de poros perfuram a membrana. Os
poros podem seguir um caminho longo - Fig. 5.1 (b).
Outro modelo simples € mostrado Fig. 5.1 (¢): ndo ha
poros, mas pequenas moléculas "dissolvem-se" na

membrana e difundem-se através dela.

- Nas Figs. 5.1 (a) e (b), o movimento das moléculas de
dgua é bastante diferente do movimento das moléculas
de soluto. Cada molécula de dgua estd em contato com
as suas vizinhas, logo fluem juntas, como o fluxo que
ocorre em um tubo. As moléculas de soluto, por outro
lado, sdo tdo diluidas que raramente colidem umas com (b)
as outras. Cada molécula de soluto realiza um passeio
aleatorio devido a colisées com moléculas de agua,
independente das outras moléculas de soluto.

- Se a dgua estiver em repouso, o movimento das
moléculas de soluto € de difusdo; se a dgua estiver em
movimento, esta difusdo € superposta ao fluxo das L 7 L

, . . FIGURE 5.1. Simple models for a semipermeable membrane.
mOIQCUIGS de SOIUTO como fIU|dO em mOVImenTO. (a) A straight pore. (b) A pore following a tortuous path. (c)

Small molecules dissolve in the membrane and diffuse through.




Pressdo osmética em um gads ideal

+ A permeabilidade seletiva de uma membrana da origem a alguns
efeitos interessantes. Chama-se osmose o fluxo de dgua que
ocorre quando estdo presentes solutos que ndo podem passar
através da membrana

D1 V = N1kpT, P1 V= A-‘T{ kplT.

p1 = C1kBT. p1=py = CikpT.
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FIGURE 5.3. The introduction of a semipermeable membrane
does not change the pressure or concentration of the gas.



Pressdo osmética em um gads ideal

»  Agora vamos colocar uma membrana com pequenos furos ao
longo da superficie que separa os subvolumes, de modo que as
moléculas possam passar de um para outro

- O fluxo de qualquer espécie de molécula de
gas que pode passar através da membrana se
dd a partir da regido de maior pressdo parcial
para a de menor pressdo parcial
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- Introduzindo uma espécie 2 de gds, temos

p = p1 + po. T
1V = NikpT, (5.3) p} _______ 1
paV = NokpT. *

I IGURE 5.4. \| s 2, which cannot |m.\.~ tln‘ull_uh the mem-
l l ntr l ed in V. The pr »in V' is higher
Il 1a ‘ by (l » partiz ] p1 e pa.

- Em um gds ideal, a presenca da segunda espécie ndo altera a pressdo parcial p;.
A pressdo total nas paredes e na membrana é aumentada de p, de modo que a
membrana é empurrada para a direita, mas a pressdo total € simplesmente a
soma das duas pressoes parciais.



Pressdo osmética em um gads ideal

- A pressdo parcial total de todas as espécies que ndo podem passar através
da membrana é chamada pressdo osmotica na regido V, e é geralmen‘re
indicada por m. Usando o indice 2 para indicar todas as espécies
impermeaveis:

Ty = ‘)LBT (j—l}

- Suponha que a membrana que separa os dois lados é, na verdade, um émbolo
semipermedvel, que € livre para se mover. A |gua|dade de pressdo total em
ambos os lados do €mbolo significa que o €mbolo ndo se moverd e os dois
sistemas ndo frocam volume. E mais: a igualdade de potencial quimico de uma
espécie que poderia passar através da membrana significa que os dois
sistemas ndo trocam particulas

- E melhor, portanto, dizer que o fluxo de qualquer espécie que pode passar
através da membrana serd da regido de maior potencial quimico para a
regido de menor potencial quimico para esta espécie. Se os potenciais
quimicos sdo iguais, ndo havera fluxo.



Pressdo osmética em um gads ideal

* A mistura de dois gases ideais € um caso especial do solugdo ideal
que foi descrito no Cap. 3.18. O potencial quimico da espécie 1 que
pode passar através da membrana € dada pela Eq. 3.78:

= Vi (Ap — kgTACs).
;11—;4{3 I_ [p—p—ABT((Q—()]
= Vi(p1 +p2 — Py — kpTCy).

Como p, = kgTC;, o potencial quimico € o mesmo em ambos os
lados da membrana quando p; = p;’



Pressdo osmadtica em um liquido

- Imagine agora que os dois volumes (pense na Fig. 5.4) estdo
cheios de um solvente (dgua)

Se a pressdo da dgua € a mesma em ambas as regides, ndo hd fluxo de
dgua através da membrana, hem ha troca de volume se a membrana é
livre para se mover

Aumentando a pressdo sobre um lado da membrana, faz com que a
dgua flua através da membrana a partir do lado com maior pressdo

O potencial quumlco de uma solugdo ideal (Sec. 3.18) contém um termo
proporcional a pressdo:

Qp — k B Tﬁ(H
C'w

Afly =

Se houver algum soluto na dgua que pode passar livremente pela
membrana juntamente com a dgua, a situagdo mantém-se inalterada



Pressdo osmadtica em um liquido

* Vamos agora adicionar no compartimento a esquerda um pouco
de soluto que ndo pode passar através da membrana

- Vamos manter o volume a esquerda fixo. Para adicionar o soluto de forma
que a pressdo ndo mude, devemos remover um pouco de moléculas de dgua

- No capitulo 3, mostrou-se que a substituigdo de moléculas de dgua por
soluto aumenta a entropia da solugdo

- Isto significa que a energia livre de Gibbs e o potencial quimico diminuem.
A dgua, entdo, flui da direita (onde o potencial quimico € mais elevado)
para esquerda (onde ele é mais baixo)

Inital State Final State

semi-permeable membrane ®  dissolved salt



Pressdo osmadtica em um liquido

Inital State Final State
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semi-permeable membrane e issoh i

- O potencial quimico G esquerda pode ser aumentado, aumentando-se a
pressdo total nesse lado (esquerdo). A pressdo osmotica é o excesso de
pressdo que temos de aplicar a esquerda para evitar o fluxo de dgua
através da membrana. Ndo haverd fluxo de dgua, quando

p=p +

- Costuma-se definir pressdo motriz (ou pressdo de indugdo /driving
pressure) por

Pg=p—T. (5.5)
- Ndo ha fluxo quando a pressdo motriz € a mesma em ambos os lados

Pd = Py- (5.6a)



Pressdo osmoética em um liquido
Voltando ao potencial quimico

Ap — kT ACK

&-/“ w — (
7w

podemos ver que

. ApP—kK.TAC Ap—Az A —p!
A, = — g = BP—KeTAC _ Ap—Am _ Apy _ Py — P

Cw Cw Cw Cw

Conclusdo: A dgua passa através da membrana na diregdo de py
maior para py menor (ou de um maior potencial quimico para um
potencial quimico menor)

- Tanto a pressdo total quanto a pressdo osmética podem ser manipuladas
para alterar p, (e y,)

- Um aumento da pressdo total tem o mesmo efeito de uma diminuigdo da
pressdo osmotica



Transporte de Volume através de uma Membrana

* Vamos desenvolver equagdes fenomenoldgicas que descrevem o
fluxo de fluido e o fluxo de soluto atraves de uma membrana

- Sdo aproximagoes lineares que dependem da pressdo e de diferencgas de
concentragdo do soluto

»  Sdo introduzidos trés parametros amplamente utilizados em
fisiologia: o coeficiente de filtragem (ou permeabilidade
hidraulica), a permeabilidade do soluto e o coeficiente de
reflexdo do soluto

+ A taxa de fluéncia volumétrica ou fluxo de volume por unidade
de drea por segundo através de uma membrana é J, dada por:

through membrane area S
v — -
S

1

( total volume per second )
-I?.--E_! _
J — — ms .
S

—
o
o0

—



Transporte de Volume através de uma Membrana

Considere dgua pura. A taxa de fluéncia depende da diferenga
de pressdo através da membrana

- Quando a diferenga de pressdo € igual a zero, ndo ha fluxo. A diregdo de
fluxo depende de que lado da membrana tem pressdo mais elevada

Jy = L,Ap. (5.9)

- A constante de proporcionalidade é chamada coeficiente de filtragem ou
permeabilidade hidraulica. Ela depende de detalhes da estrutura da
membrana, como as propriedades dos poros.

- Para um soluto para o qual a membrana € completamente impermeavel,
apenas dqgua ird fluir e o fluxo dependerd de Ap,, dada por:

Api=ps—pg=p—7—(p —7)
:I_)—p"_(ﬁ_ﬂ_a')
= Ap — Am

Jy = Ly(Ap — Am). (5.11)



Transporte de Volume através de uma Membrana

A Figura 5.7 mostra as relagoes de pressdo \
em cada lado da membrana para fluxo zero s
e para o fluxo em alguma diregdo  F T

Quando o soluto é parcialmente “"permeante”, a o
taxa de fluéncia volumétrica depende tanto de Ap —

quanto de Am, mas as constantes de 171 s
proporcionalidade podem ser diferentes i o |

- E habitual escrever as duas constantes como L e | )
ol,, tal que:

Jy, = L,(Ap — o Am). (5.12) 1 — "_}"I‘f.

- O pardmetro L, é determinado medindo-se J, e Ap ' o
quando Am = Cf enquanto que o € determinado @ |icone s v s ot oo compaly

partir de medidas de Ap e An quando J, = O . f‘l'l f LE a "”"1".".;.?.:1.“;.'i",‘,‘i4“2;‘.}“1.‘{31::"“;1'.

|1(- ](-II though p = p’

- O pardametro o é chamado coeficiente de reflexdo. Ele apresenta valores
diferentes para solutos diferentes. Quando o = o, ndo ha reflexdo e as
particulas de soluto passam através da membrana (como a dgua). Quando o = 1,
todas as particulas de soluto sdo refletidas e a Eq. 5.12 reduz-se a Eq. 5.11



Transporte de Volume através de uma Membrana

» Podemos imaginar que parte do soluto move-se livremente com a
dgua e parte é refletida. Pode-se escrever

P =pd+oT, (5.13)

* Pode-se decompor a expressdo acima da seguinte forma:

osmotic pressure
of all solute molecules

o
s N

P= Piw +((1—0)7 +o7

(5.14)
N ~ A
driving pressure osmotic pressure
for permeant of impermeant
molecules molecules

+ Com esta substituicdo, a equagdo do fluxo torna-se:

Jy = Ly, [Apaw + (1 —0)A7]. (5.

(g
P—
]|
—



Transporte de Volume através de uma Membrana

A Fig. 5.8 mostra as relagdes de pressdo através da membrana
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FIGURE 5.8. Pressure relationships on each side of the mem-
brane when o = % (a) There is no bulk flow. (b) There is flow
to the right.

- Na aproximagdo em que a lei de van't Hoff vale, @ = k;TC = RTc e a Eq.
5.12 pode ser escrita como

Jy = L,(Ap — akpT AC). (:

Jy = L,(Ap — o RT Ac). (°
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Transporte de Volume através de uma Membrana
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FIGURE 5.9. Apparatus used to treat fluid overload by ultra- Ap (torr)
filtration. Connection A is used for a patient connect.ec% to an FIGURE 5.10. Filtration rate (flow) iy, vs transmembrane
artificial kidney. Connection B is used when the ultrafilter is pressure for a fixed blood flow of 200 ml min~" through the
used by itself. Pressure is monitored at P; on the input side apparatus in Fig. 5.9. The solid straight line shows a value
and I°, on the output side. The three numbered rectangles of L, of 1 ml min~* m~2 torr~! as reported by Silverstein et
are (1) the anticoagulant infusion site, (2) the site for mea- al. Modified, by permission, from the N. Engl. .J. Med. 291:

747-751. Copyright (© 1974 Massachusetts Medical Society.

suring clotting time in the filter, and (3) the site for measur-
All rights reserved.

ing patient clotting time. From M. E. Silverstein, C. A. Ford,
M. J. Lysaght, and L. W. Henderson. Treatment of severe
fluid overload by ultrafiltration. Reproduced, by permission,
from the N. Engl. J. Med. 291: 747-751. Copyright (©) 1974
Massachusetts Medical Society. All rights reserved. Drawing
courtesy of Prof. Henderson.



Transporte de Soluto através de uma Membrana

» O soluto pode passar através da membrana de duas maneiras:
através do fluxo de dgua (arrasto pelo solvente) ou por difusdo

Se ndo houver reflexdo (o = o) e a concentragdo de soluto é a mesma em
ambos os lados da membrana, ndo ha difusdo, e a densidade de fluxo é
causada por arrasto pelo solvente, dada por:

J.=C.J,.

Se as particulas de soluto sdo completamente refletidas (o = 1), entdo
J. =0

No caso intermedidrio, com um coeficiente o, temos

Jo = (1 —0)C4d,.

Isto é consistente com a ideia expressa pela Eq. 5.14 pela qual uma
fragdo (1 -0) das particulas de soluto pode entrar na membrana. Nesse
caso, C, é a concentragdo de soluto fora da membrana em ambos os lados,
e C, (1-0) é a concentragdo de soluto no interior da membrana



Transporte de Soluto através de uma Membrana

Uma justificagdo simples para o fator (1-0)

- A concentragdo C; na solugdo € dada pelo ndmero de particulas de soluto
cujos centros se encon’rr'am dentro do volume da solugdo. Em um poro

cilindrico de raio R, e comprimento AZ, o volume de fluido é TR,AZ

- Os centros das particulas de soluto de raio a ndo podem estar a uma
distancia inferior ao raio a da parede dos poros. Por"ran’ro o ndmero de
particulas de soluto dentro do poro é .7 (R, — a)? AZ

- A concentragdo no poro é o nimero de particulas dividido pelo volume do

poro:
Com (R, — a)> AZ

qu inside
s TRIAZ

2
(i
— . (1- — . (1=«
L ( RP) .- ( o.)

- Esta correcdo é chamada de fator estérico

- O fluxo de solvente a uma distancia a das paredes contribui para J,, mas
ndo para arrasto pelo solvente. Este modelo serd estendido para um fluxo
de volume com um perfil de velocidade parabédlico na Sec. 5.9.4.



Transporte de Soluto através de uma Membrana

+ Se J, = 0, ndo havera arrasto pelo solvente, mas havera difusdo

- 0 fluxo de soluto serd proporcional ao gradiente de concentragdo e,
portanto, a diferenga de concentragdo através da membrana: .7, ~« AC,

- A constante de proporcionalidade depende das propriedades da membrana.
Se a membrana ¢ perfurada por poros, por exemplo, ela depende do
tamanho dos poros, da espessura da membrana, do ndmero de poros por
unidade de drea e da constante de difusdo.

- E habitual para escrever a constante de proporcionalidade como w 1", ou

seja Js = wRI'AC, O fator ® é chamado permeabilidade da membrana ou
permeabilidade do soluto

» Na aproximagdo linear, a taxa de fluéncia resultante de ambos
0S processos € a soma destes dois termos:

J.=(1—0)C.J, +wRT AC.. (5.18)

- O valor médio de C; foi escrito no termo de arrasto pelo solvente porque a
concentracdo de cada lado da membrana ndo é necessariamente a mesma.

- Em termos de molares, pode-se escrever também
Js(molar) = (1 — o)cs.J, + wRT Acs. (5.19)



Exemplo: O rim artificial

Ler discussdo ho livro



Transporte contracorrente

» Vamos considerar agora um problema que demonstra o principio
do transporte contracorrente

- Um aparelho (talvez uma mdquina de didlise ou um oxigenador) transporta
um soluto (Unico) através de uma membrana fina de permeabilidade ®RT

- No lado de "dentro” da membrana, ha uma fina camada de solvente que flui
ao longo da membrana na diregdo +x (Fig. 5.12)

- No lado de "fora", hd uma outra camada fina de solvente que pode estar em
repouso ou pode fluir em qualquer uma das diregdes, +x ou -x. Quando flui
na diregdo oposta do fluido no interior, temos a situagdo contracorrente

Ivin
_’

v\

N
| Membrane

X | )
Fluid

jv out

FIGURE 5.12. Layers of fluid containing a solute flow parallel
to the # axis on either side of a membrane.



Transporte contracorrente
Vamos supor que a concentragdo de soluto nas duas camadas

seja C;(x) dentro e C,.(x) fora

O soluto é transportado na diregdo x, em cada camada de fluido por puro
arrasto pelo solvente. Ele se difunde através da membrana a partir do

lado com maior concentragdo para o outro

Vamos desenvolver um modelo mostrando que os
perfis de concentragdo de estado estacionario
sdo bastante diferentes, dependendo se os
fluxos de solvente sdo has mesmas direcoes ou
em diregoes opostas

Os resultados sdo mostrados na Fig. 5.13 para a
situagdo em que o valor de C;, ¢ 1 eovalorde
C,.+ € 0 onde cada solvente comega a fluir
através da membrana

Na Fig. 5.13 (a), ambas as camadas fluem para a
dlr'el‘ra na Fig. 5.13 (b) elas fluem em sentidos
opostos. O caso contracorrente e mais eficaz na
redugdo C,,. O valor final de C,, € de 0.5 no
primeiro caso e 0.33 no segundo.

1.0

0.8 — —

0.6 Cinl)
3 ’ T D —
©  04p C*”’(") B

" outlX
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0.0 | | |
0.0 0.5 1.0 15 2.0
X
(a) Both flows are to the right
1.0 =
0.8 ~__ Gjp(x)
‘\_
— 08 R
X -
(@] 0.4 T C 1(X
. \\
02 T
0.0 ' ' '
0.0 0.5 1.0 15 2.0
X

(b) The flows are in opposite directions.

FIGURE 5.13. Solute concentration profiles for two different
situations where solvent flows parallel to the membrane sur-
face and solute moves through the membrane from inside to
outside. (a) Both fluid layers flow to the right. The concen-
trations rise and falls exponentially, eventually becoming the
same on both sides of the membrane. (b) The countercurrent
case, in which the solvent flows are in opposite directions. The
solvent outside flows from right to left. The concentrations
vary linearly.



Transporte contracorrente

» Para desenvolver o modelo, fazemos as seguinTes hipdteses:

A concentragdo de soluto em cada camada de fluido ¢ independente de
Y.z e t. A espessura da camada de fluido interna é h;,

A velocidade do fluido j, € constante em toda parte. O Unico mecanismo
importante para transporte de soluto dentro do fluido € arrasto pelo
solvente. Seja ¥ o comprimento de um setor do fluido na diregdo y

Na parte interna, o numer'o de par’nculas por segundo que passa através

da face do r'e’rangulo de drea Y h;, em x € C;(x) j, in ¥ h;,. O nimero de

particulas na face em x + dx é Cm(x+dx) Jvin Y hin

O ndmero que passa através da membrana para o exterior é
Cin(z) — Cout ()| WRTY dx.

Combinando esses resultados obtemos

= = ——— [Cip(z) = C xr)l. 5.23
dx j'l‘ inh—in [ ln( : ) OUt( ! ) ( ) )

Uma expressdo semelhante pode ser derivada para o exterior:

dc out __ - oIt [C‘in(il') - C’*out (1)] : (524)

dr Jv out h out




Transporte contracorrente

» Nossa notagdo permite que j, tenha um sentido (sinal) diferente.
- Definindo a = ®RT/j,h, temos equagdes diferenciais acopladas:

dCin
dx
d C"o ut

dx

- Vamos nos restringir ao caso em que |a;,| = |a,,;| = a. Mudar a direcdo de
Jy implica mudar o sinal de a. Suponha que a € o mesmo em ambos os lados.
As equagoes mostram que a declividade de C, (x) € menos a declividade de

C,.+(x) se ambas as correntes estdo na mesma diregdo, e as declividades
sdo iguais se as correntes estdo em direcoes opostas (Fig. 5.13)

— —({.in<Can — C_YO‘L[[')

= _|_a-out(c“ - C"out)-

- Pode-se verificar que as Egs. 5.26 (abaixo) representam uma solugdo das

Egs. 5.25: |
Cin(x) = %1 (1 + f_?_Q""I) + %2 (1 — f_?_g""l‘) _
& . (5.26)
C"out(;l‘-) — ? (J_ _ E_QGT) + ? (J_ 1 e—Qa:t') )

onde c; e ¢, sdo os valores de C, e C_ . em x = 0. A Fig. 5.13 (a) mostra
as concentragoes parac; = lec, =0coma =1e0 < x < 2



Transporte contracorrente

+ Se o sinal de a € trocado na segunda equagdo diferencial, entdo o
fluido de fora flui no sentido oposto ao do fluido de dentro

- Novamente, € possivel verificar que a solugdo mais geral é

E'l*in(;r) =1 + (co — c1)ax, (5.27)
C out(if‘) — (9 + ((_":Q — (1‘1)(1-;1'.

- A Fig. 5.13 (b) é um grdfico com constantes tais que a concentragdo dentro
do lado esquerdo € 1 e do lado de fora a direitaéO(c; = 1, ¢, = 2/3 com
a=1e0 < x <2). Esta configuragdo é chamada de fluxo contracorrente

- Pode-se ver da figura que o transporte através da membrana é aumentado
pois a diferenga de concentragdo através a membrana €, em média, maior

- O principio contracorrente é fambém utilizado para conservar calor nas
extremidades, tais como bragos e pernas de uma pessoa, nhadadeiras de
baleias, ou a perna de um pato. Se uma veia retornando de uma extremidade
corre bem paralela a artéria alimentando essa extremidade, o sangue na
artéria vai ser esfriado e o sangue na veia, aquecido. Como resultado, a
temperatura da extremidade serd menor e a perda de calor para o
ambiente serd reduzida



Um Modelo Continuo para Transporte
de Volume e de Soluto em um Poro

Nesta se¢do, vamos desenvolver um modelo para predizer os
valores dos coeficientes fenomenoldgicos da Sec. 5.5e 5.6

O modelo assume que a membrana tem uma estrutura simples:

. A membrana é perfurada por n poros circulares por unidade de drea, todos
com raio R, e de forma cilindrica. A espessura da membrana é AZ

. O poro e o fluido sdo eletricamente neutros. Forgas elétricas ndo sdo
consideradas

. Existe uma mistura completa de ambos os lados do poro, tal que o fluxo no
interior do liquido de cada lado pode ser desprezado

. O sistema estd no estado estaciondrio. Ndo ha variagdo em densidade de
fluxo (taxa de fluéncia) ou concentragdo em fungdo do tempo

. Os poros sdo suficientemente grandes de forma que o fluxo massivo pode ser
calculado por uma hidrodinamica "continua”



Um Modelo Continuo para Transporte
de Volume e de Soluto em um Poro

» As quantidades consideradas nesta se¢do estdo resumidas na
Tabela 5.1

TABLE 5.1. Symbols used for porous membrane.

Quantity On left In pore On right
Total pressure P p’

Solute concentra-  Clg C'(z) 'l

tion

Osmotic pressure m = kT Cls ' = kpTC.
Effectively imper- o on’

meant part of os-
motic pressure
* . . ) ) . 1 / )
Effectively per- (1 — o)™+ pgw P4a(2) (1 —o)n" +pl.,
meant part of
osmotic pressure
plus water driving
pressure




Transporte de Volume

Os resultados de Cap. 1 podem ser usados quando o poro esta
preenchido com dgua pura ou dgua e soluto com ¢ = o

- A partir da Eq. 1.40, o fluxo através de um Unico poro é

WR; Ap
8n Axr

i, (single pore) = (5.28)

- A taxa de fluéncia através da membrana € obtida multiplicando i, por n, que
é o nimero de poros por unidade de drea. O resultado é

T -nﬁRf} Ap
U 8 AZ

- Portanto,
R Vi
I nmiR,
b SnAZ

(5.29)



Transporte de Volume

- Ao discutir ultrafiltragem, consideramos um filtro (Fig. 5.10)

para o qual L, # 1 ml min"t m= torr-. Como 760 forr = 1 x 10° Pq, a
permeablhdade hidrdulica em ST unidades é

o 1 ml 1 min 107% m3 760 torr
P71 torr min m? 60s 1ml 1x10° Pa
—127%x1071% st pa!

Os dados do fabricante podem ser utilizados para estimar

R, ~ 4.5 nm.
AZ ~ 10 pm.1?

A viscosidade da dgua € de 0,9 x 10-% Pa.s a 25 C. Com isso, pode-se estimar
n e a fragdo da superficie de filtro que é ocupada por poros. Da Eq. 5.29:

- 8nAZL, (8)(0.9 x 1072 Pa s)(10 x 107° m)
" mR3 B ( 7 (4.5 x 10—9)4 m4 )
% (1.27 x 10719 m s7! Pa™1)
= 7.1 %10 m™2.

Como a drea de um poro € TR?, = 6,36 x 10" m?, a drea total dos poros em 1
m? € de 0,45 m?, o que é razoavel



Transporte de Volume

»  Vamos considerar agora o fluxo de volume quando o coeficiente
de reflexdo ndo € zero

A posicdo dentro do poro é dada por coordenadas cilindricas (r, ¢, z)

A posicdo ao longo o eixo do poro € dada por z e no plano perpendicular ao
eixo do poro é dada por coordenadas polares r e ¢

O fluxo do fluido é dado pelo vetor taxa de fluéncia de volume J, (r,¢,z)

(Obs.: J € a taxa de fluéncia para a membrana como um todo e j a taxa de
fluéncia na solugdo no interior de um poro)

Pode-se mostrar que, se o poro € um cilindro circular reto, Jy sé aponta
ao longo de z e é independente de ¢ (o fluido ndo flui em esplr'al e ndo flui
para dentro ou para fora das paredes):

Ju(r, 0, 2) = jyu(r, 2)Z. (5.30)



Transporte de Volume

« Considere-se uma solugdo em estado estaciondrio e que o fluxo ndo
varia com o fempo

- Portanto, a densidade de fluxo em um volume em z deve ser a mesma que
a densidade de fluxo em z + dz. Logo:

fi-)t' } v

= (5.31)

0z

de modo que J € constante ao longo do eixo z (embora possa ser uma
funcdo de r)

- Ja vimos algo desse tipo no Cap. 1 para o fluxo de Poiseuille: a variagdo
de J, com r corresponde ao perfil de velocidades parabélico

- Jy (r) constante na diregdo z requer dp/dz constante dentro do poro



Transporte de Volume

- No poro, a pressdo motriz é py(z). Um perfil tipico de pressdo é mostrado
na Fig. 5.14. Os simbolos sdo definidos na Tabela 5.1.

- A pressdo no poro foi desenhada com *
inclinagdo constante, uma vez que um b o T T
dp4/dz é constante LI T I T
- Utilizando as Egs. 5.16 e 5.29, podemos ! {9y
escrever 3 1 e
Piw Py
J, = L,(Ap — ckpT AC,). (5.32) P
| J l / Y

onde L, € dada pela Eq. 5.29. O valor o &z
de (@) Ser‘d der‘|vado na pr‘o’)«ma Segao FIGURE 5.14. Pressure within a pore and at the boundaries

in the steady state.
- O valor médio de j,(r) dentro do poro, dado abaixo, corresponde a
densidade de fluxo total através do poro dividida por 7R

- i(single pore) 1 = ,
TR TRz /o
p p
2 -
Jo R, Opy

T nmR2 T 8y 0z




Transporte de Soluto

- Vejamos agora o transporte de soluto no nosso modelo de poros

Os argumentos aqui sdo semelhantes aos de difusdo e arrasto pelo solvente
da Sec. 4.12. Dentro do poro, o fluxo local de soluto é j (r, ¢, 2z).
Argumentos semelhantes aos da segdo anterior podem ser usados para
mostrar que j, aponta na diregdo do eixo z e é independente de o:

js(rio,z) = js(r, 2)z. (5.34)

A concentragdo de soluto ndo depende de ¢, sendo haveria difusdo nessa
diregdo. Portanto, C = C (r,z). A dependéncia em r deve ser mantida
porque o centro de uma molécula de soluto de raio a nédo pode estar dentro
de uma distancia a da parede. Assim,C (r, z) = Oser > R, - a.

Podemos escrever



Transporte de Soluto

Dois pontos a considerar:

1.0 fluxo de soluto devido ao arrasto solvente é C.j,

2. Para difusdo em 1D, o fluxo de soluto ao longo do eixo z é -D (3C/2z)
-Assim, para o poro cilindrico podemos combinar esses resultados e escrever:

oC(r,z)
Jz

-A constante de difusdo foi escrita como fungdo do r, a e R, porque no poro,

diferente/e de um meio infinito, a constante depende de quao proxima a

particula estd das paredes

- (Lembre-se da relagdo de D para o arrasto viscoso e o fato de que a lei de Stokes requer
modificagdo quando o fluido estd fechado em um tubo)

Je(r.z) =C(r.z)jy(r.z2) = D(r.a, R,) (5.36)

-Vimos na secdo anterior que, no estado estaciondrio, j, ndo pendente de z.
Um argumento semelhante pode ser usado utilizando a equagdo de
continuidade para particulas de soluto, implicando que j. € independente de z.
Portanto, a Eq. 5.36 pode ser sumpllflcada para

aC (r, z)

0z

D(r.a, RR)) — Ju(r)C(r,z) = —J¢(r).  (5.37)



Transporte de Soluto
Uma maneira de escrever C(r,z) de acordo com a Eq. 5.35 é

0. R,—a<r
1, 0<r<R,—a

C(r.z)=C(2)['(r) L(r) =

Com esta substituigdo, a Eq. 5.37 torna-se

dC(z . | »
di ) )T o(r) = —ju(r). (5.38)

U(r)D(r,a, %))

Multiplicando esta equagdo por 2nrdr e integrando entrer = O e R,
temos
Rp (=
(/ U'(r)D(r,a, Ry)27r a"r) d(dE )
0 A

Ry Ryp
— (f C(7) oy 277 dr) C(z) = / Js(r)2mr dr.
0 0

(5.39)
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» O significado fisico dessa integragdo pode ser entendido a
partir da Fig. 5.15 (abaixo), que mostra uma "fatia" de fluido no
poro entre ze z + dz

O soluto ndo atravessa a superficie de r constante,
mas move-se paralelamente ao eixo z. A difusdo e
arrasto pelo solvente sdo considerados na drea

sombreada 2ntrdr

A integragdo da Eq. 5.38 estabelece uma taxa média
de fluencia do soluto, uma vez que o lado direito da
equacdo € o fluxo total ou corrente de particulas de
soluto por segundo passando através dos poros:

R,
le = / Je(r)27r dr
0

Da mesma forma que para a taxa de fluéncia de volume, é conveniente
chamar a expressdo abaixo de taxa média de fluéncia de soluto :

1 1 By
js = —25 = —53 / Js(r)2mr dr. (5.40)
! R._p i R}; 0



Transporte de Soluto

Voltemos a Eq. 5.38:

dC'(z)
dz

I'(r)D(r,a, R,) —C(2)I(r)ju(r) = —Js(r). (5.38)

O primeiro termo da Eq. 5.38 € o fluxo difusivo em z cuja média foi feita
sobre a segdo transversal total do poro. Vamos definir uma constante de
difusdo efetiva

1
TR?

p

Deﬁ —

RP
/ U'(r)D(r,a, Ry)2mr dr. (5.41)
0

O segundo termo do lado esquerdo da Eq. 5.38 € o fluxo de arrasto pelo
solvente promediado sobre a secg¢do transversal total do poros. A integral é

Ry, Ry—a
/ Jo(r)(r)27r dr = / Jo(7r)27mr dr. (5.42)
0 0

Esta integral pode ser calculado pois conhecemos o perfil de velocidades,
Ju(r), da Eq. 1.39:
1 Ap

:4—;]5;:

Ju(7) (R2—7r?). (5.43)



Transporte de Soluto

Ja definimos a taxa de fluéncia média de volume como sendo

— 1 /RP : ;.'
Jv = Jul(r)2mr dr

A quantidade desejada agora difere apenas nos limites de integragdo.
Para calcula-la, vamos escrever

Ryp—a
Rp—a / Jo(r)27r dr
/ Jo(1)27r dr = WR.I% T 0 7
O .
/ Jo(7r)2mr dr
0

Essas integrais sdo facilmente calculadas (ver Problemas). O resultado é
R, B
/0 Jo(r)T(r)27r dr = ,«aRg Jo fla/Ry)., (5.44a)

com f(&)=1—4¢% +4¢3 — ¢4 (5.44b)



Transporte de Soluto

»  Substituindo as Egs. 5.40, 5.41 e 5.44a na Eq. 5.38 e dividindo
cada termo por wR?, o resultado é

ou

dC a _
De - | — "*1.-' | — | C(z) = —1. 5.45a
o(5)-if(5)cer=-0 G

1’(* '| ' R--} J s
( .jii-f(a/ L ) C*(Z) — _‘Dj*’ . (5—15}))
eff

dz D g

Temos assim uma equagdo dlfer'encml para C(z). O lado direito € a taxa
de fluéncia total de soluto, que é constante. No lado esquerdo, C varia ao
longo do poro de modo que as taxas de fluéncia difusiva e de arrasto pelo
solvente somam-se para dar este valor constante

Se a constante na frente de C(z) é escrita como

1 Jvfla/Ry) = Ap
- = — : 5.46
\ Dt (5.46)

isto resulta em algo como Eq. 4.58, que dd conta da deriva mais arrasto
pelo solvente em um meio infinito > ‘i,f - /l\c i (4.58)




Transporte de Soluto

Sendo assim, os resultados da Sec. 4.12 fambém podem ser aplicados aqui.
Basta determinar os valores para C, e C,”. Vale lembrar que no poro C (r, z)
= C (2) I'(r)

A fungdo I'(r) leva em conta a reflexdo que ocorre pois as particulas de
soluto ndo podem estar mais préximas da parede dos poros do que o seu raio.
Assume-se fambém que a solugdo em ambos os lados da membrana é bem
misturada.

Portanto, C, = C.e Cy" = C,”. Assim, a Eq. 4.70 (.- =)@ ) torna-se

I

( L (w'

(5.47)

Dessa forma, encontramos j. , a taxa de fluéncia média de soluto no poro
Para se obter a taxa de fluéncia de soluto na membrana, deve-se mul’npllcar'

por nR, % e pelo nimero de poros por unidade de drea. Como J, = ”,IRQ
‘remos
_ n ﬁ]?.:,ﬁ Deg ‘ o
Jo= fCqJ, + N ACk. (5.48)
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_ n WR.;‘; Desg
Jo = fCs T, + NG

AC. (5.48)

Comparando 5.48 com a equagdo geral fenomenoldgica para o
fluxo de soluto, Eq. 5.18 (abaixo),

Jo = (1 —0)CoJy + wRT AC,

vemos que
l—0="F,
ntR2 D,
WRT = ——2 i (5.49)
\— Deg  wRT(AZ)

Jul=0)  J(l-0)
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» A concentragdo média de soluto C é obtida a partir Eq. 4.66

com a substitui¢do de AZ para o comprimento dos poros:
— Cee" —C7L 1
C,= = S (0 — )

et — 1 X

- TIsto pode ser rearranjado como

Co=3(Cs +C +CG(x)(Cs — CL) (5.50a)
com
oy L et +1 1 P 0.5
G(xr) = 5 (f_’l‘ — l) — (5.50b) 5 | g || L
II’ //
5 00 / i
onde = = L\Z//\\ £ o2
0.1 ,/
+ Esta é a mesma fungdo que ool L1 1L LT
vimos na Fig. 4.17. l=bo

FIGURE 4.17. The correction factor (&) used in Eq. 4.68.
The dashed line is the approximation G(£) = £/12, which is
valid for small £ and is used in Eq. 4.67.
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* A concentragdo de soluto longe dos lados do poro é

Cy(eA2/™ — 2/ 1 O (e*/* = 1)
— CAZIN _ '

Embora o perfil de concentragdo normalmente ndo seja medido
experimentalmente, € Gtil plotd-lo para nos ajudar a visualizar a
interrelagdo de difusdo e arrasto pelo solvente.

Seja ¢ = C.//C.”. A Eq. 5.51 podem ser r'eor'ganizada como

A1 R
0(;):(()(1( — ¢) Mm 1). (5.52)

Podemos ver vdrias coisas a partir dessa equagdo:

1. Se a concentragdo ¢ a mesma nas extremidades do poro, ¢ = 1, o0 segundo
termo entre parénteses some e a concentragdo € uniforme em todo o poro

2. Sed # 1, entdo a concentracgdo é C (O) mais um fator que pode ser
positivo ou negativo, dependendo se ¢ é menor ou maior que 1
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A razdo das exponenciais que aparecem nesse fator é mostrada na Fig.
5.16 para diferentes valores de AZ/\, que é a razdo do comprimento do
poro pela distdncia efetiva de difusdo

1.0 T
AZ/x =-10

0.8
/ AZ/A = -
0.6
/ Az Zo /
AZ/)\, = 1
0.4 /
0.2

AZ/h =10
1

I
—

- 1)e* 1)

0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

zZ/IAZ

FIGURE 5.16. Plot of the factor (¢*/* l)/(r?‘ﬁz/* —1), which
appears in Eq. 5.52.

Estas curvas determinam a forma do perfil de concentragdo ao longo do
poro. Se o fluxo é zero, \ — = Deg/7,(1 — o) é infinito e AZ/A é zero

Temos, entdo, difusdo pura e a concen’rr'agao varia uniformemente ao
longo do poro, correspondendo a linha reta na Fig. 5.16
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A A
-4, =

* Os plots da Fig. 5.17 mostram que os perfis de \l L.
concentragdo sdo parecidos tanto para difusdo 2 T 2 T
para a esquerda como para a direita quando o i
fluxo € para a direita 1 l 1 1

» Compare a forma do perfil de concentragdo do / )
lado esquerdo na Fig. 5.17 com a curva para “ ]
AZ/A = 1 na Fig. 5.16. Quando a concentragdo \_C,
é mais elevada do lado esquerdo, temos de s
tomar a imagem espelhada da Fig. 5.16. a curva S S
para AZ/A = -1 da o perfil de concentra¢gdo i@~
Fig. 5.17 a direita. s pore for diffusion to he ot and difusion to he right. The

fluid on each side of the pore is well stirred and of sufficient
volume so that concentrations do not change with time.

* Para poros muito longos comparados ao comprimento de difusdo (por exemplo,
| AZ/A | = 10 ou mais), a concentragdo ao longo do poro é aproximadamente
aquela que chega ao poro pelo fluxo a partir da esquerda. Préximo da
extremidade direita do poro, hd uma transigdo suave para a concentragdo final
do lado direito
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* Podemos pensar a pressdo ho poro como sendo dada pela
pressdo motriz devida a dgua e ao soluto dentro do poro:

pd(“*) — pd-u-‘(“*) + pds(*@)-

Uma vez que a pr'essao motriz efetiva para o soluto “impermeante” n
equagdo de J, € kyTAC, pode-se escrever

pd(}:} = pd_u_-(:;‘) + (l — o)kl C?(Z)

Isto é consistente com o fluxo de arrasto pelo solvente na posi¢do z no
poro, dada na Eq. 5.45a por

71 fC(2) = (l —0)C(2)

A concentragdo "efetiva" para arrasto pelo solvente é (1 - ©) C(z)



"Resumo da Opera”

Resumindo:

A combinac¢do de solvente e soluto com coeficiente de reflexdo tem um
fluxo de volume

J, = Lp(ﬁsp — o kgl ACY) (5.53)
e o fluxo de soluto é

J.=(1—0)C.J, +wRT AC,. (5.54)

A permeabilidade hidrdulica é

n ?.’Rf) )
A permeabilidade do soluto é
nTR? Deug
WRT — ——p 7% (5.56)

AZ



!

"Resumo da Opera’

O comprimento caracteristico para difusdo é

D AZwRT
A= ot _ 22 | (5.57)
j-p(l_g) 'JU(J‘_J)
A concentragdo média é
Co=3(Ce+C) + G(x) ACK, (5.58)
onde G(x) é dada pela Equagdo. 5.50b. O parametro x é
Ju(1—0 AZ
T = ol ) _ S— (5.59)

wRT A

Note-se que o tfermo de arrasto pelo solvente bem como o termo de difusdo
dependem de AC, através do fator C;



Coeficiente de Reflexdo

* Mencionou-se anteriormente o fato de que os centros das particulas
de soluto podem ocupar apenas uma fragdo do volume do poro

O centro de uma particula de soluto ndo pode estar mais longe do eixo do
poro do que Rp -a A cor'r'egao mais SImples é o fator estérico, ja visto.

A razdo da drea efetiva para drea total € proxima de 1-G.

Seé& = a/Rp, entdo

(R, — a)? _1_ 2(}. a’
k2 R, R

o =26 — &2

1l —0~

Vimos um cdlculo melhor na segdo anterior. Vamos aceitar o fato de que o

mesmo G ocorre nas equagoes de J, e J.. Vimos que as bordas do poro
tém menor fluxo do que o centro, por"ran’ro o efeito estérico superestima
quantas particulas sao refletidas. Da Eq. 5.44b, temos

o=1—f=46% — 4¢3 + ¢4 (5.60)

Estas duas aproximagoes de ¢ sdo plotados na Fig. 5.18, a sequir.



Coeficiente de Reflexdo

* O cdlculo que resultou na Eq. 5.44a desprezou a variagdo no
perfil de velocidades causada pelas particulas de soluto

»  Cdlculos mais rigorosos foram feitos por Levitt (1975) e por Bean (1972)
O resultado de Levitt é

_ 16,2 20,3

i =
o= -8+ 554 +0.35¢° (5.61)
- Isso é vdlido para & < 0,6 ° ;
8
Steric o Complete
P HEE
+ As trés equagdes para c sdo plotadas P
na Fig. 5.18, juntamente com alguns L o
dados experimentais de Durbin (1960) o T
usando o raio de poro dado por Bean it [ i
00 e 2 4 K.S 8 1.0
&R

FIGURE 5.18. Calculated values of the reflection coefficient
are indicated by the lines. Calculations are shown for the sim-
ple steric factor, the steric factor weighted by a parabolic ve-
locity profile, Eq. 5.60, and a more detailed calculation, which
takes account of the distortion of the velocity profile by the
solute particles. The data points are from Durbin (1960) as
reinterpreted by Bean (1972).



O Efeito de paredes dos poros na Difusdo

A permeabilidade do soluto é dada por

7 mR% Desg
AJ

witl —

O coeficiente de difusdo efetivo leva em conta o fator estérico, bem
como a fricgdo sobre as particulas de soluto pelas paredes dos poros

Se o poro tivesse um diametro infinitamente grande, a permeabilidade
“irrestrita” seria

n ’FTRED

woR1 =
° AZ

onde D é o coeficiente de difusdo para um meio infinito



O Efeito de paredes dos poros na Difusdo

* A Fig. 5.19 mostra alguns dados de
Beck e Schultz (1970) e uma curva

1.O e T i . ™ T
para w/w, calculada por Bean (1972) e i S
sl huzeuin: i
. NEEL TR o f ‘Ij' 1
» Na Europa, se usa filtragem em vez N =
de didlise no tratamento de pacientes o SEHREmESHES
renais. Ha evidéncias de que algumas o JEHEN
toxinas ndo identificadas de peso R
molecular médio se acumulam no T N T e e
sangue. 2 i e
. . _‘_‘:\ T L #
0 i rnm T ]
~ . 0 2 4 .6 8 1.O
- A comparagdo de 1 - o da Fig. 5.18 53

com w/w, partir da Fig. 5.19 mostra

que o0 arrasto pelo Solven‘re remove FIGURE 5.19. Plot of w/wo for experimental data by Beck
mOléCU|aS médlas com mals efiCiénCia and Schultz (1970) and a calculation by Bean (1972).

Os fluidos e eletrdlitos perdidos pelo

paciente devem ser substituidos.



Forca liquida na membrana

- Concluimos a secdo com o cadlculo da forca do fluido sobre a
membrana. Os resultados ddo algumas dicas sobre a natureza
da pressdo osmética

Uma membrana de drea total S é
perfurada por N poros de raio R, por
unidade de drea . As pressdes do
fluido em cada lado da membrana sdo
pep . Um soluto com coeficiente
reflexdo o tem concentracdo C do
lado esquerdo e C” no lado direito

Queremos calcular a forg¢a total
exercida pelo fluido sobre a
membrana. Ha trés contribuicdes
para esta forga, que podem ser
vistas na Fig. 5.20

F, F;
—» ‘_
Fo Fo
pO—
BO
e e
FS

FIGURE 5.20. The forces on a membrane with pores. The
fluid on the left exerts force F'; due to the hydrostatic pressure
p. A similar force F} is exerted on the right. Solute molecules
like A are reflected at the pore edge and exert force Fo. Solute
molecule B enters the pore. It contributes to the viscous force
of the flowing fluid on the cylindrical walls of the pore, Fs.
Fs is to the right if the fluid flows from left to right through
the pore.



Forca liquida na membrana

+ F, eF;" sdo as forgas exercidas pelo fluido sobre as paredes
da membrana em cada lado

Eles sdo obtidas multiplicando-se a presséo total de cada lado pela drea
da membrana que ndo é ocupada pelo poros. Em uma drea total S existem
nS poros, cada um de drea nR ? . Portanto:

Fy =pS (1 — nﬁ]?.g)
Fi=p'S(1- 'F'?.’FFRE_)

A forga liquida para a direita é
Fi—F =S(p-p)((1- nﬂ?}i) . (5.62)

As forcas F, e F,” sdo exercidas por moléculas de soluto refletidas nas
regides de poros, como a molécula A na Fig. 5.20. Sdo essas forgas que
contribuem para a pressdo osmética. A for'ga liquida para a direita €,
portanto, a drea total dos poros SnnR? vezes a parte /impermeante da
diferenca de pressdo osmotica:

Fy — F) = AS"-?'I.?:R_}% (om —o7'). (5.63)



Forca liquida na membrana

A forga F; € o arrasto viscoso exercido sobre as paredes do
poros pela dgua e moléculas de soluto que fluem através deles

Para calculd-la, vamos lembrar que a forga viscosa por unidade de drea é
- 1 (av/dr). A velocidade é v = j,. Diferenciando a Eq. 5.43, obtém-se

DJw Il A(p—om),
Jv 9

or 4n AZ

A forga total é n vezes essa quantidade calculadaem r = R, vezes a drea
total das paredes cilindricas de todos os poros, que é (Sn) (ZanAZ):

y | 1 (p—p")—cr(’r —7")
Fy = Sn2nR,AZn (4” N7 2R,

— S?E?TR?) (p—p') —0o(7

=
|

|
—
—_—

o

()

#‘

A forca resultante sobre a membrana €, entdo, a soma dessas forgas:

Fi —F|+Fy—Fo+IF3=S(p-7p). (5.65)



Forca liquida na membrana

Fy—F +F,—F,+Fy=S(p-p). (5.65)

+ Assim, a for'ga resul‘ran‘re sobre a membrana ¢é a diferenca
de pressdo total vezes a drea total da membrana,
independentemente das diferengas de pressdo osmotica em
cada lado

+ Tanto o soluto quanto o solvente exercem forgas sobre a
drea da membrana sem poros

As moléculas de soluto na superficie da membrana cujos centros estdo
dentro da drea de um poro podem ser refletidas ou podem entrar no
poro

Se forem refletidas, elas contribuem para a forgca quando atingem o
membrana na borda de um poro

Se ndo sdo refletidas, eles entram no poro e contribuem para o atrito
viscoso sobre a membrana devido ao fluxo através do poro



