F-888A — Prova 2 —22/10/2018
ATENCAO: TODAS AS RESPOSTAS DEVEM SER JUSTIFICADAS.

1) Calor Especifico vibracional de um cristal bidimensional. Considere um cristal bidimensional, de
modo que o movimento dos atomos se limite ao plano da camada.

(a) Impondo-se condi¢des de contorno para o movimento dos 4dtomos em uma area A=LXL
contendo N celas unitarias em duas dimensdes e 7 atomos por cela unitaria, mostre que a densidade de
A f df.,
(2 J'C)2 w=const |qu|
longo da curva no espago q em que W ¢ constante. (1.0)

(b) Considere a aproximagdo de Debye com w=c,|¢q| para o modo transversal e w=c,|q| para o
modo longitudinal. Resolva a integral em do item (a) dentro desta aproximacdo, chegando a uma
relagdo analitica para  Z(w) . (1.0)

(c) Encontre a frequéncia de Debye ®, e temperatura de Debye ©O=7w,/k .(1.0)

estados vibracionais serd dada por Z(w)= , onde a integral de linha ¢ feita ao
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(d) Utilizando o resultado em (b), e a energia média de cada oscilador €(w,T)=( Jho

encontre uma relagdo para o calor especifico deste solido bidimensional em termos de uma integral em
o .(1.0)

(e) Encontre o limite assintotico do calor especifico para baixas temperaturas e mostre que ele ¢

proporcional a T° . Encontre a constante de proporcionalidade em termos das constantes definidas

neste problema. (0.5)

2) Gas de elétrons livres bidimensional. Considere um gas de elétrons livres bidimensional, de modo
que o movimento dos atomos se limite ao plano da camada.

(a) Impondo condigdes de contorno para a fungdo de onda os elétrons livres em uma area A=LXL
contendo N elétrons livres, encontre uma relacdo para a densidade de estados eletronicos em energia,
D(E), considerando explicitamente a degenerescéncia de spin em cada nivel. (1.5)

(b) Encontre a energia de Fermi a 7=0 K. (1.0)

3) Na aproximacao de tight binding, as bandas de energia derivadas de um nivel atdmico E; podem
ser descritas como E.(k)~E i—A—BZm ¢*1" 7 onde A e B sdo constantes relacionadas com a
sobreposicao de orbitais. Desmembre explicitamente a somatoria chegando em uma relacdo de
dispersio  E,(k,, k,,k.) em fungdo de cossenos para:

(a) uma estrutura cubica simples com parametro de rede a, (1.0)

(b) uma estrutura cubica de corpo centrado com parametro de rede a, (1.0)
(c) uma estrutura cubica de face centrada com parametro de rede a. (1.0)
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1) (a) As solugdes das equagdes de movimento para as vibragdes atdomicas sdo do tipo ondas

ilgr,~ot)

planas u,, e . Desta forma, pode-se propor condi¢des de contorno periddicas, que
podem ser descritas como
(] . ) . . . . n(xz(x-'-L y) nai(x’y-l-L):unai(x’y)

(condicdes de contorno fixas também podem

ser impostas para a componenente real da

solucdo, levando aos mesmos resultados

finais). Desta  forma, temos que
q.=2nnlL;q,=2nnlL , onde n. e n,

sdo numeros inteiros. Considerando que

wlg) =const L=N,a=N,b , onde a e b sdo os
parametros de rede e N, e N, correspondem ao
nimero de celas unitarias empilhadas em cada
direcdo tal que N=N_XN, , entio
q,=2nn /N a;q,=2nn /N b . 0)

numero total de valores possiveis para vetores
q, q=(¢+q,) na primeira zona de Brillouin sera

portanto N XN =N , ou seja, 0 numero

de celas unitarias no cristal. Considerando que o volume da primeira zona de Brillouin inteira ¢
(27)*/(4/N) , o nimero de estados disponiveis entre W e w+dw serd portanto

dNEZ<w>dw=fZ”’ P A= [ [

Portanto: = A fm const |éfw (Vide figura acima).

(b) Se w=cl|q| (aprox. de Debye), a integragio se d4 sobre uma superficie circular em que
A 2ng_ Aw

2 - 2
(2m)* ¢ 2mc
bidimensional, temos um ramo acustico longitudinal (correspondendo a movimentos atdomicos

na dire¢do do vetor de onda q, e um ramo acustico transversal (movimentos perpendiculares a

q) , e portanto a densidade total de estados vibracionais serd Z(w) A4 (L+L) Q)

2 2
27 c;, Cr

lg|=const e |Vq0)|:c ,dai Z(w)= para cada ramo. Para um cristal

(c) A temperatura de Debye ,, ¢ encontrada integrando a densidade de estados vibracionais
at¢ w, e igualando o resultado ao niimero total de osciladores em duas dimensdes (= 2Nr):

f Z(w)dw=2Nr —>A(L+L)o)D—2N row,= _8aNr . Portanto a temperatura
dr et o A(L.,.L)
2 2
€L Cr

de Debye sera ©O= hooD/kZ%




(d) A energia vibracional do solido sera dada por U :f(:n Z(w)e(w, T)dw , e portanto o
calor especifico sera :
14dU_1 de(w,T) 1,1 1 (ho’lkT?) """
Z - N 7 - (— 4
dar ~ale Aol do=g1! ;J’C;)I (T _1)?

Substituindo a nova variavel y=#w/k T3dw=(kT/h)dy ,ficamos com

fodow

C,=
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BT perr yle” 4N kT oI g 4kNr T\ o  ye
J‘ y e dy= r J‘ e dy= r(@ J‘O (e)y/_el)z

= = d
o0t (ef—1) AR o (e ~1) A Y
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4kNr e’
A (@) fo (ey_l)zdy

’ n . 2 o .
Desta forma, o calor especifico segue uma dependéncia C ,ocT” no limite de baixas temperaturas.

(e) Para baixas temperaturas, temos ©/7T > , e portanto C,=

2) (a) De forma andloga ao problema 1, propomos condi¢cdes de contorno perioddicas (condigdes de
contorno fixas também levam ao mesmo resultado final), e assim também concluimos que teremos N
valores possiveis de  k=(k,,k,) na primeira zona de Brillouin. Assim, utilizando relagdo analoga a

X2 y
contida no enunciado do problema l(a) e 14 demonstrada, teremos, incluindo a degenerescéncia de spin:
A Am Am Am
= X 2 2k X2 , onde
-[Econvt |V E| 4 h k Econst fE ) 43_5 h k ( ) J‘[h

usamos que E =% k*/2m para um gas de elétrons livres. Assim, a densidade de estados em energia

por unidade de area do material sera dada por: D(E ):% , sendo portanto independente de £ para
T

um gés de elétrons em duas dimensdes.

(b) A energia de Fermi pode ser encontrada pela relacdo

mE,
[, D(E FoNjasE,=TPN
nh’ mA

3) (a) Para uma estrutura cubica simples com pardmetro de rede a, um atomo em r, esta conectado com
seus seis primeiros vizinhos em r,=r,*(a,0,0);r,=r,=(0,a,0);r,=r,+(0,0,a) . Desta forma:
E.(k)~E,—A— B(cosk, a+cos k.a+cosk a+cosk a+cosk, a+cos k.a)
= E,— A—2 B(cosk, a+cos kya+coskza) . Notar que a componente imagindria se cancela ao se
somar contribui¢cdes com sinais opostos.

(b) Para uma estrutura cubica de corpo centrado com parametro de rede a, um atomo em r, esta
conectado com seus oito primeiros vizinhos em  r,,=r,+(+al/2,+al2,+al2) . Desta forma:

E(k)~E,—A—2B|cos(k +k +k.)al2+cos(k,—k +k.)al2+cos(k,+k ,—k_)al2+cos(k,—k,—k.)al2]
= E,— A—8B[cos(k, a/2)cos(ky al2)cos(k.al2)] . Notar que varias contribuigdes se cancelam ao
se somar termos com sinais opostos.

(c) Para uma estrutura cubica de face centrada com pardmetro de rede a, um atomo em r, esta
conectado com seus doze primeiros vizinhos em
ro=r,+(xal2,xal2,0);r,=r,+(xal2,0,%al2);r,=r,+(0,2a/2,+al/2) . Desta forma:



E/(k)~E.—A-2B X
[cos(k,+k,)al2+cos(k,—k Jal2+cos(k +k )al2+cos(k,—k_ )al2+cos(k +k_ )al2+cos(k —k_ )al2]
= E,—A—4B][cos(k,al2)cos(k ,al2)+cos(k,al2)cos(k, al2)+cos(k al2)cos(k, al2)]
Notar que varias contribuigdes se cancelam ao se somar termos com sinais opostos.



