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Atenca@o: Nio é permitido nenhum tipo de consulta, em particular, o uso de calculadoras,
celulares ou qualquer outro equipamento eletronico. Ndo serd permitida a saida da sala apés
o inicio da prova, por exemplo, para ir ao banheiro. O tempo minimo de permanéncia na sala
apo6s o inicio da prova é de 30 min.

A prova contém. quatro questdes, onde somente trés questoes serdo corrigidas. As ques-

toes 3 e 4 sao obrigatorias. A questdo remanescente deve ser escolhida entre as questées
1e2.
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1. Quesido para escolher (3 pontos): Considere um vidro com indice de refracdo varidvel

dado por n = n(y), onde n(y) = ﬁy), sendo ¢ a velocidade da luz no vécuo e v(y) a velocidade
da luz neste meio.

a) Usando o Principio de Fermat e o célculo variacional, encontre o funcional que descreve
a minimizacdo do tempo para a trajetéria da luz entre dois pontos genéricos r1 e r2 no
plano xy em termos de n(y).

b) Encontre a equacéo diferencial %% para a trajetoria da luz y(x) neste meio escrevendo
seu resultado em termos de n = n(y) e constantes. Dica: use a 22 forma da equacéo de
Euler-Lagrange.

¢) Supondo que n(y) = \/y% > 1, onde a > 0 representa um comprimento caracteristico,
encontre uma express@o geral para y(x) em termos de duas constantes de integracéo.
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2. Questaopara escolher (3 pontos): Um péndulo é composto
de uma mola de massa desprezivel, constante de mola % e
comprimento de repouso b, presa a uma massa m numa de
suas extremidades. A outra extremidade é presa & origem e
a mola mantém-se reta (p.ex., enrolando-a em torno de uma
haste rigida sem massa). O sistema encontra-se sob a acéo de
um campo gravitacional uniforme g = g2 e seu movimento é
confinado a um plano.

a) Obtenha a lagrangiana £(r,0,7,0) do sistema.
b) Obtenha as equacdes de Euler-Lagrange associadas & lagrangiana do item a.
¢) Determine as coordenadas de equilibrio (7,0) e obtenha as frequéncias de pequenas os-

cilacdes em torno delas. Dica: expanda as equacdes de movimento igualando derivadas
temporais de segunda ordem com contribuicdes lineares nos deslocamentos.
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3. (4 pontos): Uma particula puntiforme de massa m sob a acdo de um
campo gravitacional uniforme g = —g2 se move sem atrito na superfi-
cie interna do paraboloide descrito pela superficie x? + y2 = 2bz, onde
b >0 é um comprimento caracteristico.

a) Utilizando coordenadas cilindricas (p, ¢, 2), obtenha a lagrangiana
2L(r,r) do sistema e a equacéo de vinculo.

b) Obtenha as equacdes de Kuler-Lagrange na presenca do vinculo, isto é, incluindo os
termos com os multiplicadores de Lagrange. Discuta a conservacédo dos momentos ge-
neralizados (py, Py, Pz)-

c) Mostre que a particula pode se mover numa érbita circular horizontal no plano z = A,
desde que ela possua uma velocidade angular ¢ # 0. Nestas condigdes, obtertha ¢ em
termos dos parametros fornecidos do problema.

d) Nas condicdes do item c de érbita circular horizontal, obtenha a forca de reagéo nor-
mal atuando sobre a particula, N =N,p + N, @+ N 2, expressando-a em termos dos
paréametros fornecidos do problema.
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4,

(3 pontos +boénus 1 ponto): Uma particula pun-
tiforme de massa m se desloca, na presenca de um
campo gravitacional uniforme g = —g2, no interior
de uma canaleta oca, lisa e de massa desprezivel
que gira em torno da origem no plano horizontal
xy (z = 0) com velocidade angular ¢ = @ constante,
conforme mostra a figura ao lado.

a) Obtenha a lagrangiana Z£(p, p) e a equac¢do de Euler-Lagrange associada.

b) Obtenha a hamiltoniana #(p, p,) e as equacdes de Hamilton associadas. Verifique sua

compatibilidade com as equacdes obtidas no item a.

¢) Discuta a conservacéo (invarilncia temporal) das seguintes grandezas fisicas neste
sistema: p,, A, E, £. Justifique através de argumentos gerais ou através de célculos

explicitos.

d)* Bonus: Se as condicdes iniciais s&o p(¢ = 0) = pg e p(¢ = 0) = §y < 0, demonstre que a
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particula inverte o seu movimento radial no instante 7 que satisfaz tghwt = tonl,
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