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Resumo

Efeitos de interacao sao notoriamente dificeis de serem levados em consideracao, principal-
mente quando existe desordem no problema. Para tratar este tipo de problema, precisamos
recorrer a métodos confidveis e, em uma dimensao, o Grupo de Renormalizacao para Desordem
Forte (GRDF) tem tido bastante sucesso na descri¢ao dos fenomenos.

Neste trabalho, utilizamos o GRDF para obter propriedades de transporte de spin em cadeias
de spin desordenadas. Ha resultados na literatura que indicam que a condutividade de spin
do modelo XX desordenado é metalica. Este sistema, no entanto, é exatamente mapeado
em um modelo de férmions nao interagentes com a desordem presente fora da diagonal. Este
sistema é conhecido por ser sempre localizado, embora as funcoes de onda sejam andomalas, com
um comportamento exponencial estendido, em vez da forma exponencial mais comum. Esta
natureza localizada das fungoes de onda esta em aparente contradicao com o comportamento
metalico reivindicado. Resolvemos esse aparente paradoxo trabalhando com o mesmo método
e mostrando que a quantidade adequada para caracterizar as propriedades condutoras é o valor
tipico (mais provavel ou média geométrica) da condutividade, em vez de sua média aritmética:
enquanto a ultima é metalica, a primeira €, de fato, isolante. A discrepancia entre essas duas
grandezas é bem conhecida em sistemas unidimensionais. Seus valores amplamente diferentes
sao uma marca registrada de sistemas fortemente desordenados. Confirmamos esses resultados

dentro da perspectiva do GRDF. Estendemos este estudo para cadeias de spin 1 com simetria



SU(2). Mostramos que esse mesmo comportamento anoémalo é visto e o valor tipico é a grandeza
mais indicada para caracterizar as propriedades de transporte do modelo.

Em seguida, estudamos as propriedades de transporte de calor para o modelo X X. Para
este caso, a média aritmética da condutividade térmica ja indica um comportamento isolante e
seus valores nao sao tao discrepantes em relacao ao valor tipico. Isto sugere que a localizacao é
mais rapida. Quando olhamos para as distribuicoes da condutividade, elas nao sao tao largas

quanto o caso do transporte de spin.



Abstract

Interaction effects are notoriously difficult to take into account, especially when there is
disorder in the problem. To address this kind of problem we need to resort to reliable methods
and, in one dimension, the Strong Disorder Renormalization Group (SDRG) has been quite
successful in describing the phenomena.

In this work we use the SDRG to obtain spin transport properties in disordered spin chains.
In the literature there are results regarding the conducting properties of some disordered spin
chains. More specifically, there are published claims that the spin conductivity of the disordered
XX model is metallic. This system, however, is exactly mapped onto a model of non-interacting
spinless fermions with off-diagonal disorder only. The latter system is known to be localized
although the wave functions are anomalous, with a stretched exponential behavior, rather than
the more usual exponential form. This localized nature of the wave functions is in apparent
contradiction with the claimed metallic behavior. We resolve this apparent paradox by working
with the same method and showing that the adequate quantity to characterize the conducting
properties is the typical (most probable or geometric average) value of the conductivity, rather
than its arithmetic average: whereas the latter is metallic, the former is indeed insulating.
The discrepancy between these two quantities is well known in one-dimensional systems. Their
widely different values are a hallmark of strongly disordered systems. We confirm these features

within the SDRG framework. We extended this study to SU(2) symmetric spin 1 chains. We



show that the same anomalous behavior is seen and the typical value is the most indicated
quantity to characterize the transport properties of the model.

We then study the heat transport properties of the X X model. For this case, the arithmetic
mean of thermal conductivity already indicates an insulating behavior and its values are not so
discrepant from the typical ones. This suggests that the localization is faster. When we look

at the distributions, they are not as wide as in the spin transport case.



Sumario

Resumo

Abstract

1 Introducgao

2 Grupo de Renormalizagao para Desordem Forte
2.1 Modelo de Heisenberg antiferromagnético . . . . . . . . . . . ... ... ... ..
2.2 Modelo XXZ . . . .
2.3 Modelo S =1 . . . . . .

3 Condutividade no modelo XX e a localizacao de Anderson
3.1 Condutividade no modelo XX . . . . . . . ... Lo

3.2 Localizacdo de Anderson . . . . . . . . ...

4 Transporte de spin: Modelo XX
4.1 Previsao analitica . . . . . . . . ...
4.2 Comparacao entre valor médio e valor tipico . . . . . ... .. .. ... ... ..

4.3 Resultados numéricos . . . . . . . . .

11

16

21
21
26
26

30
30
38



5 Transporte de spin: Modelo S=1
5.1 Modelo . . . . . .
5.2 Resultados numéricos . . . . . . . ...

6 Transporte térmico: Modelo XX
6.1 Modelo. . . . . . . e
6.2 Formulade Kubo . . . . . . . . . . ..
6.3 Previsao analitica . . . . . . .. ...
6.4 Resultados . . . . . . . . .

7 Conclusoes

Apéndices

A Equagao do fluxo

B Espectro de dois sitios do modelo (2.24)

C Forma lorentziana para a delta de Dirac

D Renormalizacao do operador corrente de spin
D.1 Renormalizacao de Tio € Taq . . . . . . . . . Lo
D.2 Renormalizacao de 73 . . . . . . . . ...
D.3 Outras corregoes de 2* ordem . . . . . . . . ...

E Elementos de matriz do operador corrente

F Renormalizacao do operador corrente térmico

F.1 Renormalizacao de jo e js . . . . . . . . . .
F.2 CasoSg#0 . . o oo o
F.3 CasoSg=0. . . . . @

54
o4
61

66
66
69
72
74

77

80

81

84

86

90
93
96
102

103



F.4 Renormalizacao de j;/4

F.5 Sumario dos resultados
G Resultados das integrais

Referéncias Bibliograficas



16

Introducao

O advento da mecanica quantica trouxe uma nova interpretacao da natureza e, em par-
ticular, do mundo microscopico permitindo que a fisica conseguisse abrir uma nova era de
conhecimento e desenvolvimento tecnolégico da sociedade. Com esta nova teoria, o estudo dos
materiais e suas propriedades foram aprofundados, propiciando ao homem um aumento na sua
capacidade de manipulagao da natureza a fim de se obter dispositivos capazes de se comportar
de diversas maneiras e, assim, explicar o grande avanco do ultimo século.

O estado sélido € a porta de entrada deste universo, na qual os conceitos basicos da teoria sao
aplicados para se entender o comportamento de diferentes modelos [1]. As estruturas cristalinas
sao bastante simétricas e isso pode ser observado no fato de que a funcao de onda eletronica
pode ser decomposta num termo de onda plana multiplicada por uma fungao que apresenta a
mesma simetria do cristal [1]. Este fato leva o nome de Teorema de Bloch, que é de grande
importancia nesses sistemas. Contudo, vérios sistemas nao apresentam esta simetria, como
quasi-cristais, vidros e sistemas desordenados. Nesta tese, focaremos neste iltimo grupo, a fim
de se obter propriedades de transporte de alguns modelos desordenados.

Estes sistemas vém sendo bastante estudados desde 1958, quando P. W. Anderson mostrou

que a desordem pode alterar bastante a fungao de onda [2]. Ele mostrou que, quando a desordem
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é suficientemente grande, o carater da funcao de onda muda qualitativamente: ela passa a
ter um carater localizado e nao se estende por todo o cristal. Em um trabalho posterior,
Anderson, Abrahams, Licciardello e Ramakrishnan formularam uma teoria de escala para a
condutancia para mostrar que em sistemas desordenados nao interagentes unidimensionais e
bidimensionais nao hd uma transicdo metal-isolante, conforme Fig. 1.1 [3], ou seja, qualquer
desordem infinitesimal é suficiente para localizar todas as funcoes de onda. Uma transicao entre
estados localizados e estendidos sé é possivel em sistemas tridimensionais.

Em particular, esses autores assumiram que uma certa funcao chamada de funcao (3, definida

como
dlng
din L’
a

onde g = 270 G é a condutancia, ¢*/h é o quantum de condutancia e L é o tamanho do

sistema, s6 depende do valor de g:
dlng

dln L

= B(9).

Utilizando o comportamento conhecido de 8(g) nos limites de ¢ — 0 e ¢ — 00 e assumindo um
comportamento monotonico da funcao, foi possivel, entre outras coisas, mostrar a auséncia de
uma transicao metal-isolante em d < 2, para desordem do tipo potencial.

Entretanto, existem evidéncias experimentais que indicam haver uma transicao metal-isolante
em alguns sistemas bidimensionais [4, 5, 6]. A Fig.1.2 mostra um desses casos para MOSFET’s
de silicio, que sao sistemas semicondutores bidimensionais, a medida em que se varia a densidade
de portadores no material [7].

A escala de energia cinética do problema é dada por

(K) wh*n _
N = o ~ 0.5meV

enquanto a escala de energia da interacao eletronica é dada por

(U) e*mn _
N - e omeV

o que mostra que a interacao eletronica € a escala dominante no problema, devendo ser levada
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dlng

Figura 1.1: Comportamento da funcao 3(g) = 7+ como func¢ao da condutancia para 1, 2 e 3

dimensoes. Notemos que nos casos unidimensional e bidimensional nao ha uma raiz da fungao
B, nao existindo uma transicao metal-isolante. Ja para o caso tridimensional, existe uma raiz

que sinaliza o ponto de transi¢ao. Retirado da Ref. [3].

em consideracao na modelagem a fim de se obter resultados tedricos mais coerentes com os
dados experimentais [8].

Entretanto, efeitos de interacoes sao notoriamente dificeis de serem levados em consideracao
e é necessario recorrer a métodos confiaveis. Em uma dimensao, um método poderoso é o Grupo
de Renormalizagao para Desordem Forte (GRDF) proposto inicialmente por Ma, Dasgupta e Hu
em 1979 para a cadeia de Heisenberg antiferromagnética [9, 10] e que teve suas propriedades
amplamente estudadas por Fisher [11, 12, 13]. Este método consiste em uma sequéncia de
dizimacoes locais no espaco real. Primeiro, procura-se o sitio ou par de sitios cujo espectro tem
o maior gap de excitacao (diferenga entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado).
Apenas o multipleto fundamental é mantido e os demais estados sao descartados. Em seguida, é
calculado o acoplamento entre este multipleto efetivo e os estados dos sitios vizinhos através de
teoria de perturbacao. A utilizacao de teoria de perturbagao é justificada no limite de desordem

forte e, portanto, quando a desordem efetiva cresce com o fluxo, o método se torna cada vez
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Figura 1.2: Resistividade como funcao da temperatura para diferentes densidades. A partir
de uma determinada densidade, p muda de comportamento mostrando uma transicao metal-

isolante. Retirado da Ref. [7].

melhor. O fato da dizimacgao ser local e, assim, ser necessario resolver problemas de poucos
sitios, indica a viabilidade do método quando a interagao é incluida.

O GRDF foi aplicado anteriormente para o calculo de propriedades de transporte de sistemas
nao-interagentes e mostrou-se exitoso na obtengao da funcao § em 1 dimensao [14]. Também,
foi feito a extensao deste estudo para dimensoes superiores e a transicao metal-isolante foi
capturada pelo método em dimensdes até d = 10 [15]. O estudo de propriedades de transporte
em sistemas de spin foi feito em 1999 por K. Damle, O. Motrunich e D. Huse [16, 17], que
obtiveram a condutividade ac para cadeias de spin a partir da férmula de Kubo [18] e dentro
do GRDF.

No entanto, o estudo das quantidades fisicas em sistemas desordenados de baixa dimensio-

nalidade deve ser feito com cuidado. Nestes problemas as distribuicoes tendem a ficar bastante
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largas e as flutuacoes destas quantidades sao grandes. Um exemplo relevante é a condutividade
dc em sistemas desordenados unidimensionais [19]. Neste caso, o valor tipico da condutividade
¢ muito menor que o valor médio e este tltimo forneceria uma caracterizacao errada do sistema.

Neste sentido, este trabalho se insere nesta fronteira entre desordem e interagao, buscando
obter propriedades de transporte de spin e de calor para alguns modelos. Mostraremos que
o GRDF tem a capacidade nao apenas de acessar essas propriedades de maneira confiavel
em uma dimensao, como também de descrever suas distribuicoes, o que é crucial para uma
descricao completa e relevante. O Capitulo 2 apresenta o método que sera utilizado, o Grupo
de Renormalizagao para Desordem Forte, na sua aplicacao original e em dois outros modelos,
que serao utilizados no trabalho. O Capitulo 3 apresenta os resultados anteriores da literatura
sobre o problema a ser tratado e a discrepancia existente, a qual tentaremos resolver. Os
Capitulos 4 e 5 trazem os resultados obtidos para o transporte de spin para o modelo XX e
para o modelo mais geral com simetria SU(2) de S = 1. O Capitulo 6 apresenta os resultados
obtidos para o transporte térmico no modelo XX. Finalmente, sao dadas as conclusoes e

perspectivas deste trabalho.
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2

Grupo de Renormalizacao para Desordem

Forte

Neste capitulo, serd apresentado o método do Grupo de Renormalizacao para desordem
forte, proposto originalmente por Ma, Dasgupta e Hu [9, 20], aplicado ao modelo de Heisen-
berg antiferromagnético. Em seguida, apresentaremos o método aplicado ao modelo XXZ [12].

Também, serd apresentada a aplicacdo do mesmo a cadeias de spin 1 com simetria SU(2) [21].

2.1 Modelo de Heisenberg antiferromagnético

O hamiltoniano deste modelo é dado por

H=> JSi S, (2.1)

onde S; é o operador de spin localizado no sitio i e J!s sdo os aplocamentos antiferromagné-
ticos, J; > 0, tomados como variaveis aleatorias descorrelacionadas obtidas a partir de uma
distribuicao de acoplamentos P(.J), com valor maximo dado por €4. O espectro para dois sitios

deste modelo é dado por um singleto,
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1
S=0M=0)=—(14 -1,
| )= 25 (114 = [11)
cuja energia € Fyy = —37‘7. Os estados de tripleto sao dados por

[S=1,M=1)=I11),

S = 1,2 = 0) = —= (1.4 + 1L 1)),

|S:17M:_1> = |\L7¢>7

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

cuja energia ¢ dada por %. Portanto, o gap de energia entre os estados de singleto e tripletos é

dado por J.

Suponha que o maior acoplamento da cadeia seja entre os sitios 2 e 3, Jo = €2, de maneira

que tratamos este termo como dominante

HO = J2S2 ’ S3>

(2.6)

cujo estado fundamental é o singleto separado por uma escala J; = €2 do tripleto. O método

tem como foco descrever a fisica de baixas energias do sistema. Assim, congelamos este par de

sitios no seu estado de singleto.

Tratamos o restante da cadeia como perturbacao. Os Unicos termos relevantes sao aqueles

que envolvem o par de sitios 2 e 3:

V = J181 . SQ + JgSg . S4.

Em primeira ordem de teoria de perturbacao temos que

(S=0,M=0[V|S=0,M=0)=0.

Ja em segunda ordem de teoria de perturbacao, temos que

(2.7)

(2.8)
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S1 So Ss Sy ° ®
o o o o ~

Figura 2.1: Representacao esquematica do processo de dizimacao. Os sitios 2 e 3 sao conge-
lados num estado de singleto e, através de teoria de perturbacao, calculamos os efeitos deste

procedimento no restante da cadeia.

el Z(S:O,M=O|V|S:1,M)(S:1,M|V|S:O,M:0)

= Eoo — Fim
= JS;-S,, (2.9)
onde
~ S5
= ) 2.1
J 50 (2.10)

A Fig. 2.1 mostra o processo de dizimacao.

Percebamos que, como Q > Ji,Js, entdo J < Jy, Jo, Js. Assim, o método é tdo melhor
quanto maior for a desordem, ja que nesse caso hd uma grande chance de €2 ser muito maior
que os outros acoplamentos e o uso da teoria de perturbacao se justifica. Além disso, podemos
ver que numa dizimagao trés acoplamentos sao retirados do sistema e outro muito menor que os
outros é colocado. A Fig.2.2 mostra esquematicamente o efeito deste processo na distribuicao
de acoplamentos P(.J), onde podemos ver que a distribuigao fica cada vez mais singular na
origem.

Assim, a equacao de fluxo da distribuigao de acoplamentos é dada por (ver Apéndice A)

oP
o0

que apresenta um ponto fixo [9, 12]

—P(J=Q) /dJlng,P(Jl)P(Jg)d (J - ‘]2153) , (2.11)
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ro(np =S G <t
9
> >

Qg | Q7

Figura 2.2: Representacao esquematica do efeito das dizimacoes na distribuicao de acoplamen-

tos.
o Q l-o
P (J;Q)=—=|—= 0(Q—J 2.12
o =5(5) e@-a, 212
onde a = —1(%0). Podemos estimar como a largura da distribuigao flui com o método. Isto é
o

feito através da razao do desvio padrao pelo valor médio de J

AT L L. (2.13)

()" Va
Assim, pode-se perceber que a medida que o método ¢ iterado a distribuicao fica cada vez
mais larga, fluindo para um ponto fixo de desordem infinita, no qual a teoria de perturbacgao é
completamente justificada. Portanto, diz-se que o método é assintoticamente exato.
A medida que o método ¢ iterado, os pares de sitios sao congelados em estados de singleto.
Assim, vemos que o estado fundamental do sistema é um conjunto de pares de sitios congelados

em singletos, de tamanhos arbitrariamente grandes, vide Fig. 2.3. Esta fase é chamada de fase

de singletos aleatérios.

m’ﬁm

Figura 2.3: Representacao esquematica da fase de singletos aleatorios.

Com base nisso, podemos calcular algumas quantidades fisicas de interesse. Por exemplo, a

densidade de spins ativos numa dada escala €) é calculada levando em consideracao que a cada
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dizimacao dois spins sao retirados da cadeia

Considerando que o método ja fluiu para o ponto fixo e tomando a distribuicao de probabi-

lidade assintética, P(Q2) = P*(2), chegamos a

dng = 2ng P*(Q)dS2. (2.15)

Resolvendo a Eq. (2.15) para ng obtemos

1

1\2°
(ln Q)
A distancia efetiva entre dois sitios ativos da cadeia na escala € é da ordem do inverso da

ng ~ (2.16)

densidade

Lo ~ ng'. (2.17)
Substituindo (2.16), chegamos a
Q
LY ~In ﬁo (2.18)

onde ¢ = % é o chamado expoente dinamico que fornece a relacao entre tamanho e energia das
excitacoes do sistema.

Outra grandeza que pode ser calculada é a susceptibilidade magnética. Suponhamos que
queremos a susceptibilidade a temperatura 7. Dizimamos a cadeia até a escala Q = T, de
maneira que os spins ativos estao conectados por acoplamentos muito menores que 7', devido
ao fato de a desordem crescer cada vez mais. Assim, podemos toma-los como livres e a suscep-

tibilidade é dada pela Lei de Curie

X(T) ~ BT . (2.19)
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2.2 Modelo XXZ

Uma variacao de interesse do modelo anterior é o modelo X X7, que apresenta uma aniso-

tropia no acoplamento z do spin

H =" [ (88885, + S+ Shy) + J78257,] . (2.20)

Supondo que o maior gap de energia é dada entre os sitios 2 e 3, as regras de dizimacao sao

dadas por [12]

= _ Jids
e 2.21
o (221)
e
~ JiJi
J5 4+ J3
Definindo A,, = JJ—E, podemos re-escrever a regra de dizimagao como
1+ A
A= AN, ( + 2) : (2.23)

onde o ultimo passo vale para uma anisotropia fraca.
Como mostrado em [12], & medida que o GRDF flui, o acoplamento anisotrépico é assin-
toticamente irrelevante, indo a zero. Este comportamento é valido na regiao A, € [—1/2,1).

Assim, nessa regiao, o modelo apresenta o mesmo comportamento assintético do modelo X X.

2.3 Modelo S =1

Agora, apresentaremos os resultados do método aplicado ao modelo mais geral possivel, com

simetria SU(2), para spin S = 1. O hamiltoniano é dado por

H=> [JiSi Si1+Di(Si-Sin)?] (2.24)
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onde J; e D; sdo os acoplamentos obtidos a partir de distribui¢oes P;(J) e Pp(D). Os resul-
tados foram obtidos por V. L. Quito e colaboradores [21]. Para o problema de dois sitios, se
trabalharmos na base da soma de momento angular S = S; + S,, fica claro que o spin total
desses dois sitios pode ser S = 0, 1,2. Portanto, os niveis desse problema local sao um singleto,
um tripleto e um quintupleto, conforme mostrado no Apéndice B. Como obtido por [21], uma
escolha melhor para estudar o diagrama de fases do modelo é trabalhar com varidveis radiais e

angulares

D.
f = arctan (f) . (2.26)

%

Nessas novas variaveis o hamiltoniano pode ser re-escrito como

H= Z T [COS QZSZ : Si+1 + sin 07, (Sz : SH_l)Q} . (227)

Com essa escolha, utiliza-se o GRDF para obter as propriedades do modelo. Para isso,

fixa-se o angulo inicial 6; = 6 e a desordem inicial estd presente apenas no raio. Supondo que

o par mais fortemente acoplado ¢ o 2 e 3, temos que na regiao —?’T” < 0y < arctan (%), o estado

fundamental é um singleto. Assim, ambos os sitios sdao congelados nesse estado e os sitios 1 e

4 sao conectados por novos acoplamentos dados por

4(J; — Dy1/2) (J5 — D3/2) D Ds

J = — , 2.28
3(Jy — 3D5) 9(Jy — Dy) (2.28)

s 2D, D5
D=7 2.29
9(J2 — Dy) (2:29)

Na regiao arctan (%) < 0y < m/2, 0 estado fundamentel dos sitios 2 e 3 é um tripleto. Para

reproduzir esse comportamento, podemos substituir ambos os sitios por um novo spin efetivo

S =1 que possui acoplamentos com os sitios vizinhos 1 e 4, dados por
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= 1 1
i — SYi _Dia 2
J, 2J +4 (2.30)
~ 1

A Fig. 2.4 mostra o processo de dizimacao para os dois casos mostrados.

n
U
2

Ji,Di J2,D Js3, D
1 1 2 2 3 3 Sl S4

Figura 2.4: Representacao esquematica do processo de dizimacao quando o estado fundamental

¢ o tripleto (a) e quando é o singleto (b).

Na regiao 7/2 < 05 < 57/4, o estado fundamental é um quintupleto e podemos representar
esse comportamento por um novo spin efetivo S = 2, o que leva, a medida que o método
é iterado, a um aumento do tamanho dos spins, o que nao é de interesse nesse projeto. O

diagrama de fases é apresentado na Fig.2.5.
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3
(5) D, argte?nZ

arctan 2 *
(2) (7)

Figura 2.5: Diagrama de fases para o modelo S = 1. Retirado da Ref. [21].

No diagrama sao mostrados os pontos fixos angulares, representados pelas estrelas hachu-
radas e as suas bacias de atracao, indicadas pelas setas. Assim, ao se iniciar o fluxo num
determinado angulo inicial fixado, o mesmo iré fluir para 0 ou arctan 2[(2) ou (3)], conforme o

ponto em que iniciarmos. E importante frisar que na regiao em que a dizimacao é do singleto,

1

o expoente dinamico ¢ = 3

=1}

e na regiao em que a dizimagao ¢ de tripleto, o mesmo ¢ dado por
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3

Condutividade no modelo XX e a localiza-

cao de Anderson

Neste capitulo, serao apresentados alguns resultados ja existentes a cerca do transporte de
spin no modelo de Heisenberg desordenado. O procedimento a seguir foi proposto por [17].
Além disso, apresenta-se a localizacao de Anderson para um hamiltoniano de férmions livres

sem spin, com simetria particula buraco.

3.1 Condutividade no modelo XX

Inicialmente, precisa-se esclarecer o que se quer dizer com condutividade de spin. A ideia
aqui é que num determinado ponto da cadeia surja uma excitacao de spin e que essa excitacao
pode se propagar pela cadeia. O foco é entender como se dé essa propagacao, podendo carac-
terizar o modelo como tendo um comportamento isolante ou metalico. No caso do modelo de
Heisenberg, o mesmo pode ser mapeado num hamiltoniano de elétrons sem spin e, portanto,
esta condutividade corresponde a condutividade elétrica usual. Porém, em cadeias de spin S
(S # 1/2) este mapeamento nao é possivel e, assim, é importante estar claro o que se entende

por condutividade de spin.
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O modelo proposto por [17] para ser estudado é o XX, cujo hamiltoniano é dado por

H = Z Ji (stzyﬂ + Szy f+1) ) (3‘1)

onde os acoplamentos J!s sao varidveis aleatérias descorrelacionadas, tomadas a partir de uma
distribuigao P(J).

A fim de se obter uma expressao para a condutividade, parte-se da férmula de Kubo [22]

o(w) = iz <m ZTk,kH 0>

onde L é o tamanho da cadeia, |0) e |m) indicam o estado fundamental e os excitados, respecti-

§(w— E,) (3.2)

vamente. O operador 74 54+1 ¢ 0 operador corrente de spin e precisa ser calculado para o modelo
em questao.
Pela estrutura do hamiltoniano, pode-se perceber que S7%, ou seja o spin total na direcao z,

¢é conservado, ja que comuta com o hamiltoniano

sendo possivel escrever uma equacgao da continuidade para a densidade dessa quantidade. De

fato,

on(x) Or(x)
ot * Ox

que estd escrita em termos de varidveis continuas e n(z) é a densidade e 7(x) a corrente. Como

— 0, (3.4)

o sistema é uma rede discreta, deve-se discretizar (3.4), através de um indice k discreto, que

indexa os sitios da rede. Assim

Ony, 0Tk
ot ox

Sz . ~ . . .
onde ny = =& e a ¢ o parametro de rede. Nesse caso, a derivada espacial pode ser escrita como

=0, (3.5)
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or Tkk+1 — Thk—1,k
— =
Ox a

(3.6)

Através da representagao de Heisenberg [23], a derivada temporal pode ser escrita como um

comutador com o hamiltoniano

on ,
8_: = i[H, ny. (3.7)
De maneira que
Tl 7 Tk=Lk i 1f ] = — 2 [H, 7). (3.8)
a a
Como
J - _ _ _
(1,8 = 2 (550, - $5,50) + (51,5 — 5¢57)]. 39)
chegamos a [17]
-, _
Teptl = z?k (S{Sp — hec.). (3.10)

E importante frisar que este operador "vive’nas ligacoes entre os sitios da rede. Agora, de-
vemos obter como o operador se renormaliza numa dizimagao. Suponha que os sitios dizimados

sao 2 e 3, vide Fig.3.1.

S1 Sa S3 S4a lia=11 + 1y +1:
ll . l2 . ZS . ’ .141 ----------- 2L.

T1,2 T23 T34 singlet 1 714 Sy

Figura 3.1: Representacao da dizimacao.

No inicio as distancias entre os sitios sao todas iguais a 1, porém, a medida que o método é
iterado estes tamanhos s@o renormalizados, e, por isso, ja colocamos estes valores como [;.s. O

hamiltoniano nao perturbado é dado por
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Hy = Jo (S2S% + SYSY), (3.11)

e a perturbacao é dada pelo acoplamento com os sitios adjacentes

V=, (S75% + SYSY) + J5 (ST + SYSY). (3.12)

De maneira geral, o espaco de Hilbert é truncado em cada dizimagao retendo, apenas, o
espectro de baixas energias. Assim, a principio, os sitios 1 e 4 nao teriam nenhuma corrente
direta entre eles. Porém, vamos utilizar teoria de perturbacao para calcular os efeitos da

dizimagao no operador corrente. De fato, o novo operador, renormalizado, é dado por

Tia= (L1712 + loTo3 + 3734) (3.13)

onde o valor esperado é calculado no estado perturbado

0y = [¢0) + [pV) + [p) | (3.14)

onde os estados ‘¢(1)> e ’¢(2)> sao dados segundo teoria de perturbacao de 1* e 2* ordem,

respectivamente, [23]

M
W)= > <S(o) W‘?? I5M). (3.15)
S#0,M (Eoo - ESM)
M IM/ /M/
@) = 3 (5(0) |V|i) ><5;0) |V(|000> S M)
S#0,5'#0,M,M’ (Eoo _E > (Eoo _ES’M’>
(00 |V| OO> (SM |V| 00> \SM)
S#0,M (Eég) — Eg)]\)/f)
1 Z (00 |V| SM) (SM |V| 00) 00). (316)

2 SAOM (E(O EgM>
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onde |00) é o singleto entre os sitios 2 e 3, |SM) sdo os estados excitados, E(()g) é a energia do
estado fundamental dada pela diagonalizagao de (3.11) e Eé% a energia dos estados excitados.
Substituindo (3.12) em (3.15) e (3.16), posteriormente em (3.13), obtemos que cada termo
deste tltimo nos leva a
g J1J3

<lk7’]€’]€+1> == Z? (Sf‘SZ — hC) s (317)

de maneira que somando a renormalizagao dos trés operadores

Fla= iig (S5 Sy — h.c.) (3.18)
onde definimos [ = l; + ls + I3 e J ¢é dado pela Eq. (2.22). No Apéndice D é apresentada uma
demonstragao geral para essa renormalizacao. Portanto, pode-se ver que o operador renormali-
zado retém a mesma forma do operador da cadeia original, com o acoplamento renormalizado
e a nova distancia entre os sitios 1 e 4.

Agora, voltando a Eq. (3.2) pode-se perceber que, quando a cadeia é dizimada até uma

escala w, a soma dentro do elemento de matriz é feita nos sitios ativos da cadeia, de maneira

A soma (3.19) nos diz que para calcular o(w) na escala w, devemos dizimar a cadeia até essa

que

2 5 (w - Em> . (3.19)

escala ) = w, e levamos em consideracao todos os acoplamentos J; no intervalo (w,w — dw),
com o respectivo tamanho efetivo, [. Os estados com energia F,, = w dominam a soma,
correspondendo ao fato do operador corrente quebrar os singletos desses estados e leva-los aos

estados de tripleto[17]. O elemento de matriz dessa transigao é dado por

‘<m 0>| = g (3.20)

Ziﬁk
%
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Como o sistema é desordenado, este procedimento deve ser feito para diferentes cadeias,
com diferentes acoplamentos inicias gerados aleatoriamente, obtendo-se o(w) para cada cadeia,
o que gera uma distribuigdo para o(w). A partir dessa distribui¢ao, podem-se determinar valores
médios, variancias e outros momentos da distribuigao.

Analiticamente, o valor médio da condutividade pode ser escrito, no limite termodinamico,
a partir da Eq. (3.19), na qual numa dada escala w = Q devemos levar em consideragao o

elemento de matriz da transicao, Eq. (3.20) [17]

n(l'y)

/dld§l2w2P (¢, UTw) 6 (w—Qe™¢), (3.21)

Oay (W) ~

onde ( =In (%), I, =In (&) e P(¢,1|T.) é a distribui¢do de acoplamentos e tamanhos|12].

Utilizando a tranformacao

§(w—Qe ) = 55 (¢C-0), (3.22)

chegamos a

(W) ~ 1 / diP (0,1|7,) 2. (3.23)

Da ref. [12], sabe-se que P (n,|T,) tem assintoticamente uma forma de escala

P(G1) = 5@ (¢/Tun 1/T2) (3.24)

Assim,

dl [ I? l
O'aV(UJ) ~ nwrz/r—z (F_Z) Q (0, F_Q)
= ngfg/dxﬁQ(O,x), (3.25)

onde a integral fornece apenas um fator numérico e n,, ~ I'_?. Finalmente,
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Oan(w) ~ Ty, =1In <&) . (3.26)

w

Pela expressao anterior, pode-se ver que no lim,, g 0,y (w) — 00, sugerindo um comporta-
mento metalico.

Com base no método descrito, [17] calculou numericamente a condutividade. Este célculo
foi feito para 10° realizacoes de desordem, e para tamanhos limitados, L = 128 a L = 512.
A mesma quantidade foi calculada através de diagonalizacao exata e o resultado de ambos

comparadas, vide Fig. 3.2.
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0.050 . . .
L=128 4
0.045 | RGL=128
L=256 >
0.040 | RG L=256
~ 0.035 | L=512 ——
= RG L=512 - -
3 0.030 |
> 0.025 |
3 0.020 |
o 0.015 |
0010 | 4
0.005 | )
0.000 1 . n

0 0.5 1 1.5 2
In(Qy/w) (1, /L)12

Figura 3.2: Condutividade média para o modelo X X. Linhas cheias representam os resultados
obtidos a partir do GRDF e as linhas tracejadas mostram o resultado obtido a partir de dia-
gonalizacdo exata. As curvas foram re-escalonadas por v/L. O parametro [, é um tamanho de

referéncia, tomado como igual a 1. Retirado da Ref. [17].

Os resultados numéricos obtidos indicam que, de fato, a condutividade tem um comporta-
mento linear com In (%) Como o calculo analitico foi feito no limite termodinamico, e os dados
numéricos sao obtidos de cadeias de tamanho finito, temos que este 1ltimo comeca a desviar
da reta quando comegam a aparecer efeitos de tamanho finito, lado direito do pico da Fig. 3.2.
Assim, estamos interessados no comportamento do lado esquerdo do gréfico, até pouco antes
do cume, que corresponde ao limite termodinamico.

As curvas foram re-escalonadas por v/L, obtendo-se, assim, um comportamento de escala

universal para a condutividade média. Se tomarmos o limite de baixas frequéncias, w — 0,
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o valor médio de o(w) diverge no limite termodinamico, confirmando a previsao analitica de

haver um comportamento metdlico para este sistema.

3.2 Localizacao de Anderson

O modelo (3.1) pode ser mapeado através de uma transformagao de Jordan-Wigner[22] em

um hamiltoniano de férmions livres com simetria particula buraco

H = Ztl (C;‘rci—l—l + CL_ICZ') y (327)

onde ¢/(c!

1) ¢ o operador de aniquilagao (criagdo) no sitio ¢ e t; = J;/2 é a amplitude hopping

entre sitios adjacentes.
O modelo anterior j& foi vastamente estudado na literatura, ver [24, 25], e é bem conhecido
que ele apresenta o fenomeno de localizacao de Anderson de maneira anomala. A localizacao

de Anderson foi descrita por P. W. Anderson em 1958 para modelos com desordem intra sitio

2]

H = Z Eiczci +t Z (c;rciﬂ + CIHCZ-) , (3.28)

onde g; é a energia do sitio 7. Nesse caso, a funcao de onda é caracterizada por um envelope

exponencial com um dado comprimento de localizacao, &

Y~ e TS (3.29)

Para o caso de interesse, a desordem estd presente apenas no hopping, e ha a presenca
de simetria particula-buraco. A funcao de onda também apresenta um envelope exponencial,

porém com uma raiz quadrada no argumento

b~ eV (3.30)
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Assim, o sistema ainda apresenta um comportamento isolante, mas chamado de anomalo
[24]. Muitas referéncias antigas assumiram um comportamento exponencial usual, Eq. (3.29), e

obtiveram, incorretamente, que o comprimento de localizagao diverge e os estados sao estendidos

26, 17].
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Transporte de spin: Modelo XX

Neste capitulo serao apresentados os resultados obtidos para o transporte de spin para o
modelo XX. Inicia-se retomando o modelo utilizado, o operador corrente e a féormula de Kubo.
Em seguida, sao mostrados as previsoes analiticas e os resultados numéricos obtidos para a
condutividade éptica. A fim de se obter um entendimento maior, mostram-se as distribuicoes
da condutividade para alguns valores de frequéncia. Finalmente, sao apresentados os graficos do
desvio padrao, comparando com a previsao analitica, e a condutividade para diferentes larguras

da representacao da delta de Dirac escolhida.

4.1 Previsao analitica

A partir da discrepancia existente entre os resultados da literatura, decidimos investigar o
mesmo sistema, Eq. (3.1), dentro do método do GRDF. O operador corrente é dado pela Eq.
(3.10) e a Férmula de Kubo pelas expressoes (3.19) e (3.20). Partindo destas ultimas, podemos

escrever uma expressao analitica para a distribuicao de o(w)

S(o) = / [ﬂ dl,dJ,P (J;, Mw)] 5 [a - Z %135 (w—J)|, (4.1)
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onde P (J,ljw) é a distribuigdo de acoplamentos e tamanhos. Escrevemos o(w) como o para
tornar a notacao menos pesada. O produtério nos da a probabilidade de haver uma determinada
distribuicao de acoplamentos na cadeia e a delta de Dirac garante que temos a combinacao que
fornece a expressao da condutividade.

Utilizando a representagao integral da delta de Dirac

dA
d(x—xp) = / %e“\(ﬂﬁ_“) (4.2)

para a delta externa, tem-se que

N

- W oo oo dN i\ iIAwI28(w—J;) /4L
5o =3 LB w—7) :/ e | G (4.3)

=1 % i=1

onde re-escreveu-se a soma no expoente como um produto. Voltando a distribuigao, Eq. (4.1)

+o00 d)\ ' N '
S (0) — / eMtT/ [H dlidJiP (Ji, li]w) eszwlfé(wfji)/zlL
- i=1

e

_ / T2 RO (4.4)

—0o0

onde definimos a seguinte quantidade para facilitar a notacao

R(\) = / dldJ P (J,l|w) e Al8w=)/AL, (4.5)

Devemos fazer uma escolha sobre a forma da funcao delta de Dirac no expoente. Para o

calculo analitico, optou-se por uma forma do tipo caixa, i.e.

6 (z) = 50 (% - m) , (4.6)

onde

l r—2<zx<ax+2
0(x) = ? 2 (4.7)

0 caso contrario
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onde A é a largura escolhida para a funcgao teste. No limite A — 0, recuperamos a delta
de Dirac. Esta largura se mostrard uma caracteristica fisica importante nas quantidades de
interesse. No Apéndice C, fazemos uma derivacao alternativa usando uma forma lorentziana
para a funcao delta.

Como serda melhor explicado na discussao dos resultados numéricos, esta escolha leva a
uma anomalia numérica que sera resolvida utilizando uma outra representagao para a delta. E
conveniente trabalhar a Eq. (4.5) a fim de se obter uma forma mais simples para o calculo das

quantidades fisicas de interesse. Utilizando a propriedade da delta de Dirac, temos que

9 i w—A/2 00 -
/ dl / + / dJP (J,1|w) 4 P (w,l|w) Ae /LA
0 wt+A/2
9 +00 w+A/2 o
= / dl / / dJP (J,l|w) + P (w,l|w) Ae /404
0 w—A/2

- [ / TP ) + Pt 5 (02 )]
0 L/ —oc0

_ / dl [P, (1|w) + P (w, 1|w) A (ai*wﬂ/‘*m - 1)]
0 L
A
wl'y,

R\

Q

/ dIP (w, l|w) e~ /ALA (4.8)
0

onde utilizou-se que [ dldJP (J,l|w) =1 que retrata a normalizacao da distribui¢ao e P, (l|w) =
[dJP (J,l|w), que ¢ a distribuigao de tamanhos apenas. Para distribuigoes iniciais do tipo lei
de poténcia, a distribuicao assintotica de acoplamentos e tamanhos no cutoff, J = €2 = w, pode

ser calculada analiticamente [27], cuja expressao é dada por

2
n+1 2 —(2%5)1
P(w,ljw) = wa2F3 E (5F) , (4.9)

onde para o caso de uma distribuicéo inicial do tipo caixa a = /2.
Assim, podemos substituir (4.9) em (4.8). Comecemos verificando se a distribuigdo da

condutividade estd normalizada.
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/daS(o) ~ R\ —0)

le(w zw] )

=P wwr]

= 1, (4.10)

como deve-se esperar. O valor médio da condutividade é obtido através da primeira derivada

no espaco de Fourier.

rul) = [ doSo)o

_d[RY(V)]
- T
A=0
dR(\
= iINR" YA =0) dR(A)
O P
_ iy BN (4.11)
d\ |,
Calculando a derivada
dR(N) , 2% &
N —Z = —iNA 1)+t Z/dlﬂ GR)?
d\ |, _ ! awaQFEJ n:l( )
27?2 2a6F6 0 ( 1)n+1
- _ZNAawaZFZ’J T = nt
- 4 o nt )
onde usou-se que [ drx?e ™ = a%, N = % Agora, usando que > 07 )HH = 720, chegamos

a
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Tat

T, 4.13
720 (4.13)

Oan(W) =

que confirma a dependéncia linear obtida por [17] com o devido pré fator. Uma caracteristica
pertinente nesse calculo é que o valor médio nao depende da largura, A, escolhida para a delta

de Dirac. Para a variancia temos, por definicao

Var(o) = (c*) — (o). (4.14)

Calculando a média do quadrado de o(w) a partir da segunda derivada de R(\)

(o) = /daS(0)02
d* [RY (V)]
d\?

A=0

dR()\)

= - {N(N —1)RY (A =0) [— &R

r + NRN71(A =0)

o

d\

NN [%&A)A J —Ndﬁé)\) = (4.15)
chegamos a
Var(o) = <U2>—<0>2
IR(N 2 ER(\) _dR(\) ?
g p—
- drRON)|  1* &R(N)
-0 [ dA |2 X’ Ao] | o

/dm:"‘e_” = — (4.17)
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e
i (—nm*t 12770 (4.18)
~ n® 12096007 '
obtemos que
d*R(\) L ( w )2127a8FZ)
a2 |, ALA/ 12600w
127 afwI’
= —— “. 4.1
12600 L2A (4.19)
Substituindo os resultados em (4.14)
Var(o) = L/ 49 aSFg+ 127 abwl'T
707 T2 \ 7120600 L2 ' 12600 L2A
a®T? 127wl 49
= = - : 4.20
L (1209600 A 129600) (4.20)

Percebamos que o primeiro termo de (4.20) possui a razao w/A. A largura escolhida para
a delta de Dirac, A, é da ordem da frequéncia w. Isto é feito para nao privilegiar nenhuma
frequéncia em particular. Com essa escolha, no limite de I', — 0o o primeiro termo domina

sobre o segundo, mostrando que

Ao = /Var(o) ~T%2. (4.21)

A Eq. (4.21) nos mostra que a medida que o método flui, o desvio padrao cresce cada vez

mais, divergindo no limite w — 0

A
7T S (4.22)

UGU

Este fato indica que as distribui¢oes tendem a ficar muito largas e, portanto, deve existir uma
grande discrepancia entre a média aritmética e a média geométrica de o(w).
Outra caracteristica importante é que, ao contrario da média, a variancia depende da largura

escolhida da delta, A, e isso vale para todos os momentos superiores da distribuicao. Este fato
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nao é restrito a representacao caixa da delta de Dirac. Para ver isso, voltemos a Eq. (4.5),

na qual nao escolheremos nenhuma representacao especifica para a delta de Dirac. A variancia

depende de diﬁ(;‘) ‘A , de maneira que
=0
d*R(\ 2
d)\(2 )| . / i / dTP (J, 1) 6 (w — J). (4.23)
A=0

Uma escolha para a quantidade §? (w — J) seria fazer

8 (w—J) = 6(0)6(w —J), (4.24)

onde 0(0) é exatamente o inverso da largura da representagao escolhida. Assim, fica claro que
esta dependéncia ¢é inerente a escolha da delta de Dirac.

Em particular, no Apéndice C calculamos o valor médio da condutividade e a variancia para
uma representacao do tipo lorentziana. Comparando as expressoes obtidas nas duas escolhas,
vemos que os valores médio coincidem e que a variancia possui o mesmo comportamento, com

a dependéncia esperada com a largura da delta.

4.2 Comparagao entre valor médio e valor tipico

Suponha que exista uma amostra de 1.000 ntimeros, dos quais 999 sao da ordem de 10~°
e apenas um deles é dado por 10°. A média destes nimeros é da ordem de 10?, claramente
dominada pela tinica excecao 10°. Por outro lado, o valor mais provavel de se obter ao se pegar
aleatoriamente um deles é 107°. Neste sentido, quando se trabalha com distribuicdes muito
largas o valor médio pode nao ser uma boa quantidade para caracteriza-las. Assim, costuma-se
tomar o valor mais provavel para estudar tais distribuigoes. Este valor é dado pela posicao do
pico da distribuicao. Em aplicagoes numéricas o valor mais provavel nao é o mais conveniente
de se calcular.

Em alguns tipos de distribuicoes, como a log-normal, o valor mais provavel é igual a média

geométrica, definida como a exponencial da média do log da quantidade:
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Tpyp = M. (4.25)

Mesmo em distribui¢coes em que estas quantidades nao sao idénticas, a média geométrica
é uma excelente aproximacao para o valor mais provavel. Assim, costuma-se utilizar a média
geométrica como o valor mais provavel. Toda essa discussao tem um impacto importante
na condutividade em sistemas desordenados unidimensionais. No caso DC, ¢ possui grandes

flutuagoes em 1 dimensao [19]:

Tap > Oy ~ 17, (4.26)

Por isso, decidimos investigar numericamente a média geométrica de o(w) e compara-la ao

valor médio de o(w) a fim de caracterizar o modelo em relagao a suas propriedades de transporte.

4.3 Resultados numéricos

Nesta secao apresentam-se os resultados numéricos obtidos através do GRDF. Os acopla-
mentos iniciais sao gerados a partir de uma distribuicao uniforme, i.e., do tipo caixa no inter-
valo [0, 1]. Os dados sdo gerados para diferentes tamanhos L e para cada tamanho sao geradas
100.000 cadeias, através de diferentes realizacoes de desordem, e as médias de interesse sao
calculadas. Em particular, calculam-se a média aritmética e a média geométrica, Eq. (4.25).
O célculo é feito discretizando o eixo de frequéncias e calculando as devidas contribuigoes da
condutividade em cada intervalo de frequéncia.

Antes porém, de apresentar os dados, deve-se discutir a questao da representacao da delta
de Dirac. No calculo analitico, utilizou-se uma representacao do tipo caixa, que implica que
quando se calcula a contribui¢do de o(w), procura-se em que intervalo esta frequéncia w estd e
acrescenta-se o valor da condutividade naquele intervalo. Contudo, se em um dado intervalo nao
houver nenhuma contribuicao, entao a condutividade naquele intervalo é nula e isso impossibilita
o calculo da média geométrica. Por essa razao, numericamente escolheu-se uma representacao

lorentziana da funcgao delta, centrada no intervalo de frequéncia em que a frequéncia w se
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encontra.

b 1

Assim, todos os intervalos de frequéncia recebem alguma contribuicao nao nula da condu-
tividade. Esse procedimento abre a possibilidade de calcular a média geométrica. Ainda é
preciso fazer um ajuste na representacao da funcao. A lorentziana acima tem suporte para va-
lores negativos do argumento, o que nao é conveniente, pois os valores de frequéncia ficam cada
vez menores, porém nunca sao menores que zero. Assim, é necessario multiplicar a lorentziana
por um fator que, a baixas frequéncias, faca com que ela tenda a zero e s6 tenha suporte para

w > 0. Portanto, utiliza-se numericamente a seguinte representacao

5A(w—Q):A2+(Z_Q)2{1+ {(%)2—1}@(9—@}, (4.28)

onde A ¢é a largura da funcao e k é o fator de normalizacao. O segundo termo garante que a
funcao va a zero para w — 0.

A Fig. 4.1 mostra o desvio padrao da distribuicao obtido numericamente comparado com
a previsao analitica para duas representagoes da funcao delta: do tipo caixa e lorentziana, ver
Apéndice C. A concordéancia é muito boa assintoticamente.

E importante esclarecer que, a fim de fazer com que as curvas coincidam, foi necessario
corrigir a largura da delta na expressao analitica, Eq.(4.20), por um fator multiplicativo. Para
a expressao analitica obtida da representacao do tipo caixa, este fator foi de 5,5, enquanto pra
lorentziana foi de 0,6. Esta correcao é necessaria porque a representacao da delta de Dirac
usada numericamente nao é exatamente a mesma expressao usada no calculo analitico e, o
fato de o fator multiplicativo ser menor pra lorentziana, é consequéncia de que a representacao
numérica, Eq. (4.28), é mais préxima desta ultima. Apesar deste fator, a concordancia das
curvas é bastente satisfatéria e a previsao analitica capta a dependéncia do desvio padrao com
a frequéncia.

Assim, de fato, o desvio padrao aumenta com a diminuicao da frequéncia, indicando que
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Figura 4.1: Desvio padrao da condutividade como funcao da frequéncia obtido numericamente
(curva preta), analiticamente com uma func¢ao delta do tipo caixa (curva vermelha) e com
uma fungao delta do tipo lorentziana (curva azul). Para que as curvas analiticas e numérica
coincidam foi necessario um fator multiplicativo para a largura da funcao teste. No caso da
delta do tipo caixa, este fator foi de 5,5, enquanto para a delta do tipo lorentziana, o fator foi

de 0, 6.

deve haver uma grande discrepancia entre a média aritmética de o(w) e a média geométrica
de o(w), sendo esta muito menor que a anterior. Portanto, calculamos numericamente as duas
grandezas para diferentes tamanhos, L, da cadeia e os resultados obtidos sao mostrados na Fig.
4.2.
Pode ser visto pelas curvas obtidas que, como obtido por [17], a condutividade média re-
ST Qo . .
escalona com o tamanho e que seu comportamento ¢ linear com In (7), divergindo para w — 0.

A parte direita da curva é devido a efeitos de tamanho finito e nao é o foco deste projeto. Como
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Figura 4.2: Condutividade média e tipica para diferentes tamanhos, re-escalonadas por v/L.

As linhas sélidas sao os valores médios e as linhas tracejadas sao os valores tipicos.

nao estamos interessados em comparar os dados obtidos através do GRDF com diagonalizacao
exta, podemos ir até tamanhos bem maiores que os calculados por [17].

Por outro lado, quando plotamos o valor tipico devidamente re-escalonado percebamos que
o mesmo vai diminuindo a medida que o tamanho aumenta. Portanto, fixando uma determi-
nada frequéncia, o valor médio re-escalonado nao se altera com o tamanho, mas o valor tipico
diminui com o aumento de L. Tomando o limite termodinamico, a média geométrica vai a
zero, indicando um comportamento isolante para o modelo. Assim, conforme no caso DC[19],
o valor tipico é muito menor que o valor médio e é a grandeza apropriada para caracterizar esse
modelo quanto a suas propriedades de transporte. A razao dessa diferenca entre valores médio

e tipico pode ser compreendida a partir das distribuigdes de o(w) para diferentes valores da
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frequéncia. A Fig. 4.3 apresenta a distribuigao de logo(w) para alguns valores da frequéncia,

para L = 96.000.

8000_ L=96000 2000 LA L B B Y B B n
— In(Q/@)/L" = 0.05
— In(Q /@)L =0.15
©
o0
2
A< 4000 - -
03 2 -1 0 1 2 3

log

Figura 4.3: Distribuicdes do logaritmo da condutividade para In 2 /v/L ~ 0.05, In 2 /v/L ~
0.15eln %/\/E ~ 0.25. O tamanho utilizado para os histogramas foi L = 96.000.

Pelos histogramas, pode-se ver que a medida que a frequéncia dimiui, a largura das distri-
buigoes aumenta. De fato, para In (%) /\/f ~ 0,25, a largura é da ordem de 12 décadas. Com
base nisso, a discrepancia entre valor médio e tipico fica clara, ja que o valor médio é dominado
pela cauda superior da distribuicao, enquanto o valor tipico é bem menor, préximo do pico da
curva. Por isso esta ultima ¢ a grandeza mais indicada para caracterizar o comportamento do
sistema.

A representagao da fungao delta de Dirac deve ser sempre usada fazendo sua largura tender
a zero. Por isso, é importante verificar como os nossos resultados se comportam quando a

largura é variada. Com base na Eq. (4.13), vé-se que o valor médio nao depende da largura
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escolhida, enquanto os momentos superiores da distribuicao dependem. Assim, estudamos o

comportamento da condutividade média e tipica como funcao da largura da delta. A Fig. 4.4

apresenta os resultados obtidos para L = 24.000.
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Figura 4.4: Condutividade média (linhas sélidas) e tipica (linhas tracejadas) para diferentes

larguras, A, da funcao delta utilizadas numericamente. Estes dados foram obtidos para L =

24.000.

Com base no resultado anterior, pode-se ver que, de fato, o valor médio da condutividade

converge para uma curva universal que nao depende da largura utilizada.

O aumento da

flutuacao ¢é explicado pelo fato de que, com a largura menor, a estatistica de ¢ nas diferentes

escalas de frequéncia é afetada. Contudo, o valor tipico, que depende de todos os momentos da

distribuicao, se altera com a mudancga da largura, confirmando a previsao analitica. Em sistemas

reais, processos inelasticos extrinsecos ao modelo levam ao alargamento da funcao delta de Dirac
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e dao origem a esta dependéncia com a largura. Para se prever isso com exatidao, deve-se levar

em conta fonons, magnons ou os contatos.
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Transporte de spin: Modelo $5=1

Neste capitulo, serao apresentados os resultados obtidos para o transporte de spin para a
cadeia de spin para S = 1. Inicia-se com a retomada do modelo utilizado, ja apresentado no
Capitulo 2. Calcula-se o operador corrente para este modelo e como ele se renormaliza nas
dizimacoes de 1* e 2* ordem. Utiliza-se a formula de Kubo para encontrar a expressao da con-
dutividade. Em seguida, apresentam-se os resultados numéricos obtidos para a condutividade

nas duas fases de interesse do modelo e as distribuigoes desta quantidade.

5.1 Modelo

O hamiltoniano utilizado para S = 1 ¢ dado por

H=> [JiSiSi1+Di(Si-Sin)?] . (5.1)

e assim como para o caso X X o spin total na direcao z é conservado, ja que [H, S;F] =0,eo0
operador corrente é encontrado através da equagao da continuidade, Eq.(3.8), j4 em sua forma

discretizada. A densidade se escreve da mesma maneira, n;, = %S 7, de maneira que obtemos

aTk7k+1 B 1
ox a

[H, Sil (5.2)
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onde aT’g;“ —y Tk 17 MLk - (Calculando o comutador
2 Tk (ot o + o 1 (ot o- +q-
[H,S;] = B (S¢ Sper — SiaSk) — N (Si1Sy —5581) +
Dy, _ _ _ _
+ 9 [(S:Sk—&-l - Sl—c:-lsk ) Sk - Sk1 + Sk S (S;Skﬂ - Slj—i-lsk )] a
Dy _ _ _ _
- ]; = [(S 1Sk = SESiy) Sk Sker + Sk - St (57 Sk — SiSey)] (53)

Assim, comparando o lado direito de (5.2) com o lado direito de (5.3), vemos que o operador

corrente é dado por

J _
Thk+1 = ng (S]:r k1l hC) -+

D
+ 17’“ [(S¢Sey — hec.) Sk Syt + Sk - Skt (S¢S — hoe)] . (5.4)

Agora, devemos calcular como o operador corrente se renormaliza numa dizimacao. Como
foi mostrando no Capitulo 2, ha duas regides. Em uma o estado fundamental do par mais
fortemente ligado é um singleto e na outra um tripleto. Comecemos pelo caso do singleto. Uti-
lizamos teoria de perturbacao para obter como os sitios adjacentes respondem a este processo.
Suponha que o par de sitios com o maior gap seja o 2 e 3 e devemos obter um novo operador
corrente entre os sitios 1 e 4. Nesse caso, os elementos de matriz do novo operador se escrevem

como

Tia = (lhm2+ loTog + l373.4) (5.5)

onde o valor esperado é calculado pelo estado perturbado

) =[O + D) + [p®)) (5.6)

onde os estados W(l)> e ‘¢(2)> sao dados segundo teoria de perturbacao de 1* e 2* ordem,

respectivamente, [23]
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SM |V| 00)
B0y = < SM), (5.7)
v s;éo,ZM;éo (Eég) —E§%>

@\ _ (SM |V S'M") (S"M'"|V|00)
|¢ > = Z (E(o) E(o)> (E(o) £ >
S#0,5"#0,M,M’ 00 — Ysm 00 — fsrm
Z (00|V]00) (SM |V]00)
- 2
S#0,M (E((]g) — Eé%)
1 Z (00|V| SM) (SM |V|00)
2 ( 0 _ o )
SHAOM Eyy — ESM>

|SM)

|SM)

|00) , (5.8)

onde |00) é o singleto entre os sitios 2 e 3, |SM) s@o os estados excitados, E(()g) é a energia do
estado fundamental dada pela diagonalizacao de (3.11) e Eé% a energia dos estados excitados.
Nessa regiao o singleto é dado por
1

S =0,M =0) = = ([1,=1) = 0,0) + |-1,1)), (5.9)

cuja energia é 4Dy — 2.J5.

Os estados e energias nao perturbados sao calculados da diagonalizagao de

J. D
Hy= 5 (S5 S5 + S3SF +25585) + 2 (ST57 + S35 +25553)°, (5.10)

onde ja escrevemos os operadores de spin nas dire¢oes x,y em termos dos operadores escada.

A perturbagao é dada por

J J

Vo= 51 (S Sy + SrSy +2528%) + 53 (S5 Sy + Sy SF +25;53)
D D

+ Il (SfSy + Sy S+ +25:55)° + T?’ (Sf Sy +SySF+29:87)°.  (5.11)

Calculando o estado perturbado e posteriormente substituindo em (5.5), obtemos que, con-

forme demonstrado no Apéndice D, o operador corrente entre os sitios 1 e 4 é dado por
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- = _
T = 125 (S;LS4 — h.c.)

onde [ = I+l + 5.

Quando o multipleto fundamental é o tripleto, temos que

) =[S =1, M) +[pM), (5.13)

onde |S = 1, M) indica os estados de tripleto do problema néao perturbado. Neste caso, basta ir
até 1* ordem em teoria de perturbacao no estado, ver Apéndice D, e a perturbacao é a mesma,
Eq. (5.11). Porém, aqui os sitios 2 e 3 sao congelados no estado de tripleto, sendo, portanto,
representados de maneira efetiva por um spin de S = 1. Assim, ha dois operadores corrente,
entre o spin 1 e 0 novo spin e entre o mesmo e o spin 4. A expressao é dada pela Eq. (5.5), de

maneira que:

T = l~12ﬂ (5;5— — h.c.>

+ leé [(Sfé— - h.c.) S,-$+8,-S (sfS— - h.c.ﬂ (5.14)
e
7= Zgz% (SIS‘ - h.c.>
+ Zgz‘% [(SIS* - h.c.> S,-$+8,-S (SIS* - h.c.ﬂ , (5.15)

onde, nesse caso, os tamanhos efetivos se escrevem como l~1 =l +10/2e l~3 =3+ 15/2, vide
Apéndice D.
A Fig. 5.1 mostra esquematicamente o processo de dizimagao nos dois casos. Fica claro

pelas expressoes acima que, assim como no caso X X, apos a dizimagao ha um operador corrente
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Figura 5.1: Esquema representando a renormalizacao dos operadores corrente nas dizimagoes.

entre os sitios adjacentes, com os devidos acoplamentos renormalizados e com a distancia efetiva
entre os sitios. O Apéndice D também apresenta o célculo geral da renormalizagao do operador
corrente quando o estado fundamental ¢ um multipleto com spin total Sg. Portanto, pode-se

escrever que a medida que o método flui os operadores se renormalizam como

T — 7. (5.16)

Com base nisso, pode-se calcular a expressao da condutividade a partir da férmula de Kubo

o(w) = wLLZ <m ZTk,kH 0>

Comecamos pela regiao em que o estado fundamental é o singleto. Calcularemos a atuagao

2

5 (w—Ey). (5.17)

do operador corrente de spin no par de sitios adjacentes. Assim, denotamos |M;j, M) como
a componente z de cada sitio, |S, M) como o momento angular total do par de sitios e sua

componente em z e |Sg, Mg) denota o multipleto fundamental do par de sitios. Temos que
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T1|SG:()7M:O> = |17_1>_|O70>+|_171>)

L(
3Dy — J1) (|1, -1) — |-1,1)). (5.18)

&l

O tnico estado excitado que contribui na soma é dado por

\SGzl,M:0>:%(|1,—1>—|—1,1>), (5.19)

ver Apéndice B. Como o operador corrente é um operador vetorial, ou seja, um tensor de
ordem 1, pela relacao triangular de soma de momento angular somente os estados de tripleto

poderiam ser acessados [23]. Assim, nesse caso

(sl

onde w representa o gap entre o singleto e o tripleto.

2 ~ ~
202 202
=5 (8D - J)? = =, (5.20)

Para a regiao em que o multipleto fundamental é o tripleto, a relagao triangular de soma de
momento angular [23] permite que haja excitagoes tanto para singleto quanto para quintupleto.

De fato, aplicando o operador corrente nos estados de M = +1 do tripleto

1
Se =1,Mg = +1) = £—— (|£1,0) — |0, £1)), 5.21
S = 1.Mg = £1) = £ (£1,0) - 0. £1)) (5.21)
tem-se que
J
nlSe =1, M = +1) = — 2L (|£1,0) + [0, £1)). (5.22)

V2

Para cada estado desses, o tinico elemento de matriz nao nulo é dado pelos estados

1

1S =2, M =+1) = — (|+1,0) + 0, £1)) (5.23)

Sl

2

do qual obtém-se



60

0> = —iJ, = —i%. (5.24)

<m Z[j%j
J

Aplicando agora o operador no estado de tripleto de Mg = 0:

S = 1, M = 0) :%<|1,—1>—|—1,1>), (5.25)

obtemos

7 |Se =1, Mg =0) =ivV2[(D; — J1)]0,0) — Dy (|1, —=1) + |—1,1))]. (5.26)

Assim, hé contribui¢ées nao nulas de [S =0,M =0) e |S =2, M =0)

w

2
S=2M=0|n|S=1Ms=0)= —i—J, = —i—, 5.27
( 71| S ¢ =0) BN =T (5.27)
2 2
(S=0,M=0|n|Se=1,Mz=0) = —z'\/;(le —h) =i/ 5. (5.28)

No Apéndice E os elementos de matriz sao obtidas de forma genérica, para a transicao entre
o multipleto fundamental e qualquer estado excitado. Assim, quando o estado fundamental é

um singleto o elementi de matriz da transicao é dado por

(o

onde w é o gap o singleto e o tripleto.
Quando o multipleto fundamental é o tripleto, o elemento de matriz para o singleto é dado

(m[5))

enquanto para o quintupleto é

2 ~ ~
212 212
=5 (D- J)? = (5.29)

por

== (J—3D)> = =2, (5.30)

Ziﬁj
J
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2

= (2J) = =-u (5.31)

(=[5

5.2 Resultados numéricos

Ziﬁj
i

Nesta secao, serao apresentados os resultados numéricos para as duas fases de interesse do

modelo. Para a regiao _73” <6< arctan(%), na qual as dizimagoes sao apenas de singleto,

utilizaram-se tamanhos entre L = 6.000 e L = 12.000, com 50.000 realizacoes de desordem. O

_T

angulo inicial foi de 6; = —7

e a desordem esta nos raios r; gerados a partir de uma distribuicao

tipo lei de poténcia com expoente a = 0.5

P(r)=—r"a. (5.32)

A representacao numérica para a delta de Dirac utilizada é a mesma do caso anterior, Eq.
(4.28). Na Fig. 5.2 sdo apresentados os resultados para o valor médio e o valor tipico da
condutividade, de maneira andloga ao modelo X X.

Nessa regiao do diagrama de fases, 1 = % e por isso o re-escalonamento foi feito com /'L,
ver [17]. Com esse re-escalonamento, o,,(w) descreve uma curva universal. Assim, no limite
de baixas frequéncias, w — 0, a condutividade diverge, o,y (w) ~ 'y, = 0o. O lado direito da
curva apresenta efeitos de tamanho finito, que nao sao de interesse nessa tese. Por outro lado, o
valor tipico, a medida que L aumenta, tende a zero, mostrando que no limite termodinamico o
modelo é um isolante. Portanto, esta regiao do modelo apresenta o mesmo comportamento do
modelo X X. Este fato poderia ter sido antecipado uma vez que nesta regiao do diagrama de
fases o modelo apresenta # = 0 como ponto fixo, de maneira que o comportamento ao longo de
toda regiao ¢ similar a este ponto. Entretanto, este ponto é justamente o ponto de Heisenberg,
cujo comportamento é analogo ao modelo X X.

A grande diferenga entre valores médio e tipico é explicada pelo aumento da largura das

distribuicoes da condutividade a medida que a frequéncia diminui. A Fig. 5.3 apresenta o

histograma para alguns valores de w.



62

0.007 I I
' - L =6000 |
0.006 — "L =7500
i L 9000
0.005 |~ - L =12000
= 0004 /
", 0.
=
g
g 0.003
0.002
0.001
00
12
In (Q/)/L
Figura 5.2: Condutividade média (linhas sdlidas) e tipica (linhas tracejadas) para 6; = —7 do

diagrama de fases do modelo. O tamanho variou entre L = 6.000 e L = 12.000.

Da mesma maneira, o método foi também aplicado a regiao § < ¢ < arctan(%). Nesta
regiao, fixou-se o angulo inicial em 6 = arctan 2 e variaram-se os tamanhos de L = 90.000 até
L = 270.000. Neste caso, a desordem nos raios r; foi obtida a partir de uma distribuigao do tipo
caixa, r; € [0,1]. As curvas obtidas para as condutividades média e tipica sao apresentadas na
Fig. 5.4.

Nessa regiao, o expoente dinamico é dado por ¥ = 3 e, por isso, o re-escalonamento é feito
com L3, ver [17]. O valor médio re-escalonado da condutividade possui um comportamento
universal, havendo efeitos de tamanho finito no lado direito da curva. No limite termodinamico,

Oav(w) diverge para w — 0. Contudo, o valor tipico parece diminuir & medida que L aumenta,

o que indica um comportamento isolante. Ao contrario da outra regiao do modelo, as curvas
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Figura 5.3: Distribuigoes de o(w) para alguns valores de frequéncia, In (%) /Ll/2 ~ 0.15,
In (%) /L2~ 0.3,In (&) /L2 ~ 045 eln () /L'/? ~ 0.6. Estes histogramas foram obtidos
para L = 9.000.

dependem mais fracamente de L, devido ao expoente 1) ser menor. Isso é explicado porque
o fluxo do GRDF ¢é mais lento e para se verem alteracoes apreciaveis foi necessario utilizar
tamanhos bem maiores. Na Fig. 5.5 sao mostradas as distribui¢oes para alguns valores da
frequéncia. Como nos casos anteriores, a medida que a frequéncia diminui as larguras das
distribuicoes sao cada vez maiores, chegando a varrer décadas de tamanho.

Assim, podemos ver que para este modelo de S = 1, os resultados obtidos sao analogos
ao caso XX. Em ambas as regioes de interesse do diagrama de fases do modelo, Fig. 7?77,
a desordem leva a um alargamento das distribuicoes , o que implica que a média geométrica

de o(w) seja bem menor que a média aritmética de o(w). Ao contrario do valor médio da
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Figura 5.4: Condutividade média (linhas sélidas) e tipica (linhas tracejadas) para @ = arctan 2
do diagrama de fases do modelo. As curvas foram re-escalonadas por L'/3. Os tamanhos foram

variados de L = 90.000 até L = 270.000.

condutividade, o valor tipico tende a zero, indicando um comportamento isolante para o modelo
em questao. A diferenca apreciavel entre as duas regioes estudadas estd no fato de o re-
escalonamento das curvas serem diferentes, 1 = % para o caso em que o estado fundamental é

o singleto, e Y = % quando o multipleto fundamental é o tripleto.
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Figura 5.5: Distribuigdes de o(w) para alguns valores de frequéncia, In (%) JLV3 ~ 0.5,

In (%) /L'* ~ 1.0 e In (%) /LY/3 ~ 1.5. Estes histogramas foram obtidos para L = 90.000.
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Transporte térmico: Modelo XX

Neste capitulo, serao apresentados os resultados obtidos para o transporte térmico para
o modelo XX. Inicia-se calculando o operador corrente e a formula de Kubo para este caso.
Em seguida, sao mostrados as previsoes analiticas e os resultados numéricos obtidos para a
condutividade térmica. A fim de se obter um entendimento maior, mostram-se as distribuicoes

da condutividade para alguns valores de frequéncia.

6.1 Modelo

Estudaremos as propriedades de transporte térmico do modelo X X para uma cadeia de spin
1/2, cujo hamiltoniano é dado pela Eq. (3.1). O hamiltoniano nao depende do tempo e, por-
tanto, a energia total do sistema é uma grandeza conservada e hd uma equacao da continuidade

associada, que é escrita como

dp(x)  Jj(x)
ot " ox

onde p(x) é a densidade de energia e j(z) é o operador corrente térmica do modelo.

~0, (6.1)

A densidade de energia em uma ligagao da rede é justamente o termo correspondente do

hamiltoniano dividido pelo parametro de rede, a, e pode ser escrita como



67

J T €T
Plk+1 = Zk (Sk Ska1 SIZ:SIZCI—&-l) ) (6.2)

onde ela estd escrita de forma discretizada. Percebamos que a densidade esta localizada na
ligacao entre dois sitios e isso ira se refletir na estrutura do operador corrente.

Portanto, a equagao da continuidade na sua forma discretizada é

Opr i1 OJk
L — | 6.3
ot ox ’ (6.3)
onde
Yy o
LN (6.4)

ox a

Utilizando a representacao de Heisenberg, escreve-se a derivada temporal como o comutador

com o hamiltoniano

3Pk,k )
Tﬂ =i [H, prj+1] (6.5)
de maneira que
It — i [H, prna]. (6.6)

O comutador é dado por

[H, Ji, (SESpq + SESE)] = Jedier (Si2155S541) — Jeirdr (S Sii1S540) (6.7)

Assim, obtemos que o operador corrente térmico é dado por

Jp—1Jk
2

(Sl;—lsljslj—f—l - Sl:—1SZSI;+1) : (6-8)

Je =1
Pela estrutura do operador fica claro que, ao contrario do operador corrente no transporte

de spin, este pode ser encarado como estando centrado no sitio e nao na ligacao entre os sitios.
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Além disso, ele envolve 3 sitios adjacentes, diferentemente do caso de transporte de spin que

envolvia 2 sitios. Por essa razao, é conveniente definir uma variavel de distancia dada por

e+l

-, (6.9)

Wi

onde [;s sdo as distancias entre os sitios, inicialmente iguais a 1. Isso é feito pois, como o
operador esta centrado no sitio, é necessario relacionar os tamanhos adjacentes ao sitio em que
o operador esta e a escolha anterior é a mais conveniente.

Agora, é preciso obter a renormalizacao do operador numa dizimacao. Suponha que os sitios

dizimados sao 0 3 e 0 4. Tratamos

Hy = J; (5252 + SUSY) (6.10)

como o hamiltoniano nao perturbado. Como o operador corrente térmico conecta trés sitios ad-
jacentes, a perturbacao deve levar em consideragao os segundos vizinhos do par mais fortemente

acoplado

Vo= Jy (5755 + SYSY) + Jo (5555 + SYSY)
+ Jy(S§SE + SYSY) + J5 (SESE + SYSY). (6.11)

A Fig. 6.1 mostra esquematicamente o processo de dizimagao no qual os sitios 3 e 4 sao
congelados num estado de singleto e, utilizando teoria de perturbacao, calcula-se como os
operadores corrente dos sitios adjacentes se renormalizam neste processo.

Como feito em detalhes no Apéndice F, o operador renormalizado se escreve como

52 = <’UJ37'3 + U)4T4> (612)

55 = <w373 + ’LU47'4> y (613)
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Figura 6.1: Processo de dizimagao dos sitios 3 e 4.

onde essas quantidades sdo calculadas no estado perturbado, (3.14), (3.15) e (3.16). Ao final,

obtém-se que os operadores renormalizados sao dados por

Gy = sz‘] (SyS58+ — 575355) (6.14)

onde Wy = wy + w3 €

s = zw5JJ5 (Sy SzSF — S5 S2S7), (6.15)

onde Wy = w4 + ws. Assim, pode-se perceber que o operador retém a sua forma com o devido

acoplamento renormalizado e com uma renormalizacao da varidvel w.

6.2 Formula de Kubo

A férmula de Kubo para o caso de transporte de spin é bem estabelecida, ao contrario do
caso térmico. Isto acontece pois para o primeiro é bem claro o termo no hamiltoniano que deve
ser colocado para acoplar-se com a corrente de spin. Assim, através de teoria de resposta linear
pode-se obter a férmula de Kubo para este problema. Por outro lado, no caso térmico nao ha
um termo que gere um gradiente de temperatura que possa ser levado em conta no modelo.

Neste caso é necessario recorrer a argumentos estisticos a fim de se obter uma expressao para
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a corrente térmica. Assim, para o caso térmico utilizamos a abordagem apresentada em [28].

A expressao para a condutividade a temperatura finita pode ser escrita como [28]

B oo
o — % ;/0 d)\/o dtet Wit <m ’e—ﬁHe)\HJe—/\He—thjeth‘ m> : (6.16)

onde J é o operador corrente total da cadeia, Z a funao de particao e n = 0%.
Vamos acrescentar a unidade 1 = ) |n)(n|, onde |n) sao autoestados de H e obter a

representagao de Lehmann [29] para a condutividade.

V g > i(w—+i — — —1 %
ﬁw:ﬁz/o d)\/o dtet“rimt (m e PHeM Je M n) (nle™" " Je ™| m) . (6.17)

Como H |k) = E) |k) obtemos

L
- TZ

mn

K

5 e
¢=PEn / i / e+ En =B M En=En) (0| T (o] J|m) . (6.18)
0 0

A integral em A é dada por

8 1
/ INNEnE) = [HEn ) 1] (6.19)
0 m n

de maneira que

L o0 ) ) ) 1
K= T7 3 e—BEm/O dtei@tint g—i(Em—En)t o, [eﬁ(Em—En) _ 1} (m|J|n) (n| J|m).
(6.20)
Agora, a integral temporal é dada por
dte'@tin=(En=Enlt — i . 6.21

O lado direito de (6.21) pode ser escrito como [29]



71

W~ (En—iEm) T [P{w— (Ei—Em)} — im0 fw = (En = En)]| (6.22)

Estamos interessados na parte real da condutividade e, portanto, no segundo termo da Eq.

(6.22). Ele impoe que w = E,, — E,,,. Portanto

—BEm 1 —fBw
n:ﬁmn p ;[1—6'8}(m|J|n><n|J|m>5[w—(En—Em)]. (6.23)
Finalmente
B L _BE,, 1 B
Tm_7ze ;[1—6 | (m|J |n) (n| J|m) 6 [w— (En — En)], (6.24)

onde passamos a temperatura, T', para o lado esquerdo.
No limite de 7' — 0 temos que [ — 0o e o unico estado que sobre na soma sobre os estados

|m) é o estado fundamental, |0)

lim [T x 5(w)] =~ S 106w — (B, — Eo)]. (6.25)

T—0 w

onde usamos que limy_,g Z = e 0. Utilizando que J = %Zk Jk, obtemos

o)

onde E, — Ey é o gap entre o estado fundamental e o estado excitado do elemento de matriz.

2

lim [T x k(w)] = wlL 3 §lw— (B, — By, (6.26)

T—0

Como no caso de transporte de spin fazemmos ), jr — >, wij, onde wy sdo iguais a 1 no
inicio, mas a medida que o GRDF flui este parametro é renormalizado e deve ser levado em
conta.

Analogamente ao caso de transporte de spin, quando queremos obter a quantidade T'x numa
escala w rodamos o método até chegar a escala €2 = w. Nesta escala, calculamos a contribuicao

de todos os acoplamentos J; no intervalo [2, Q — dQ] com os tamanhos w; respectivos. A soma
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¢ dominada pelos estados com energia F,, — Fy = w. Assim, numa dada escala €2 a soma dos

operadores corrente na Eq. (6.26) é sobre os sitios ativos

Zwka — Z@kﬁc- (6.27)
K !

Vamos assumir que o par de sitios sendo dizimado é formado pelos sitios 3 e 4. Aplicando

o operador corrente térmico j3 no estado fundamental

. 1J58)
J3 (| M27 1/27 _1/27 M5> - | M2> _1/2’ 1/27 M5>) = 4\2/§ (5M2,*1/2 |1/2a _1/27 _1/27 M5>

— a2 |—1/2,1/2,1/2,Mz)) . (6.28)

Analogamente para j,

. 1482
J4 (‘ M2> 1/27 _1/27 M5> - ’ M2> _1/27 1/27 MS)) = 4\4/§ (5M57*1/2 |M27 _1/27 _1/27 1/2>

- 6M5,1/2 |M27 1/27 1/27 _1/2>) . (629>

Calculando o elemento de matriz de (6.28) e (6.29) com os estados excitados, obtém-se que

a contribuicao é
w
oL (w3 J3 4+ wiJ;) é (w—Q), (6.30)
onde, ao contrario do caso de spin, aqui aparecem os acoplamentos adjacentes aos sitios dizi-

mados. Isso ira alterar bastante o comportamento da condutividade térmica.

6.3 Previsao analitica

Com base na Eq. (6.30), o valor médio da condutividade térmica é escrita, no limite termo-

dinamico, como
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Tr)., = n(T.) / dedl wb (10— we ) P (¢, L)

X /dli—ldli—i—l/dCi—ldCi—HP(Ci—lali—1|rw)P(Ci+1ali+1|rw) X

x F (we‘c"‘l,we_c"“, lz’—la li+1) R (631)
onde

F (we™S = we™ S Ly, L) = wiJiy +wi Ji, (6.32)

em analogia ao caso de transporte de spin.

Assim
Fwe™S Y we ™ Ly L) = widliy +wiJh
1
= 7 [(Lia + 1) T2y + (i + L) T2
1
= T+ BT 2l T+
+ GJR B T+ 20l T (6.33)

Quando substituimos a Eq. (6.33) em (6.31), precisaremos calcular integrais do tipo

/ dCidl; P (G, LT 102 (et ) 002 (6.34)
onde os numeros entre chaves indicam os possiveis expoentes e combinagoes entre [ e J. No

Apéndice G sao apresentados os resultados dessas integrais. Finalmente, chegamos a uma

previsao analitica para o valor médio da condutividade térmica

6872 + 84T, +35] 1 1 7 1
T — Fw F3 2 w w - — — | T 635
[Tr(w)],, = n(lu)low H 180 (1 + 2I,)° ] "3 [(1+2Fw)] 180 {1+2FWH )

Vemos que no caso térmico mesmo a média aritmética vai a zero quando w — 0, ja indicando

um comportamento isolante. O fator w? que diferencia esse caso do caso de transporte de spin é
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devido aos acoplamentos adjacentes que aparecem no elemento de matriz da formula de Kubo,
que tém origem na prépria estrutura do operador corrente. Este fato explica a mudanca de

comportamento em relagao aos casos anteriores.

6.4 Resultados

Com base na Eq. (6.30) e na Eq. (6.35), foram obtidos os valores médios, numérico e
analitico, e também o valor tipico da condutividade térmica. Numericamente, o sistema tinha
L = 24.000 para uma distribuicao inicial de J; do tipo caixa com 50.000 realizagoes de desordem.

A Fig. 6.2 apresenta as curvas obtidas.

1 T | T T T | T
— Average
le-10 & — Typical r
— Analytical
L = 24000
le-20 - -
S
<
H
le-30 - =
le-40 - A
1e-50 E 1 | 1 | 1 | 1 | 1 L |
0 10 20 30 40 50

In QO/(D

Figura 6.2: Valor médio (curva preta) calculado numericamente e previsdo analitica (curva

azul), e valor tipico (curva vermelha) para Tk(w). O tamanho utilizado foi de L = 24.000.

Pelos resultados obtidos, pode-se ver que a previsao analitica coincidiu bem com a calculada
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numericamente, apresentando a mesma lei de poténcia com a frequéncia mais uma correcao
logaritmica. O valor tipico também vai a zero, com valores um pouco menores em relacao a
média aritmética, mas nao tao discrepante como no caso do transporte de spin. Para entender
um pouco melhor este fato, obtivemos as distribuicoes da condutividade para alguns valores da

frequeéncia, Fig. 6.3.

6 T T
3 T T T T
- sk - L = 24000 :
sk of 1 — InQ/w)=5 -
L 15k 4 — In(Q/w) =10 ]
P . In(Q /o) = 15 |
2 oLr ] |
~ ol 1 e |
a0 31— -15 -145 -14  -135 -13 _
e
= | _
2= —
1= —
0 L I
-15 -10 -5

log Tk

Figura 6.3: Distribui¢oes de T'k(w) para alguns valores da frequéncia, In (QO) ~ 5, In (%) ~ 10

eln (%) ~ 15.

Os histogramas apresentados mostram que as larguras das distribuigoes de T'x(w) sdo bem
menores quando comparadas ao caso do transporte de spin, explicando, assim, o fato de os
valores médio e tipico nao serem tao discrepantes.

Quando comparamos o caso de transporte de spin com o transporte térmico, percebemos que
no primeiro caso a escala dominante para o valor médio é a escala de comprimento, o,,(w) ~ [2.

Como [? ~ T',, obtemos o comportamento linear em I',, para o valor médio da condutividade.
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. . 2 P
Este fato ndo ocorre no caso térmico que apresenta [T'k(w)],, ~ (J;Jit1)” que dé origem a w?.
Isto acontece porque estes acoplamentos existem na estrutura do operador corrente térmico.
Deste modo, fica claro que ha uma maior dificuldade em transportar calor, ja que este transporte

depende de dois acoplamentos e as flutuagoes devido a desordem sao bem grandes.
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Conclusoes

Este trabalho focou-se nas propriedades de transporte de sistemas de spins desordenados
unidimensionais. Em particular, obtivemos resultados para cadeias de spin 1/2 e de spin 1,
para o transporte de spin. J& para o transporte de calor, obtemos resultados para o modelo
XX de spin 1/2.

Para o problema de transporte de spin no modelo X X, havia um resultado anterior na
literatura usando o GRDF que indicava um comportamento metalico para a cadeia em questao.
Entretanto, este problema pode ser mapeado num problema de férmions livres sem spin, que
¢ um isolante de Anderson com localizacao anomala. Esta aparente discrepancia foi resolvida
estudando-se o comportamento de duas quantidades: a média aritmética da condutividade e
a média geométrica da mesma. Confirmamos a previsao de que a média aritmética indica um
comportamento metdlico, mas mostramos que esta quantidade nao é o melhor indicador das
propriedades do modelo. As distribuigoes de o(w) se tornam extremamente largas para baixas
frequéncias e o uso da média geométrica (ou valor tipico) é mais acurado. De fato, vimos que
o valor tipico colapsa a zero no limite termodinamico, indicando um comportamento isolante
para o modelo, como esperado. Também, fizemos previsoes analiticas para a condutividade

média e o seu desvio padrao, que foram confirmadas pelos dados numéricos.
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Com essa metodologia, ampliamos o estudo para o modelo mais geral com simetria SU(2)
de spin 1, nas duas fases em que o GRDF é controlado. Também para este modelo, a média
aritmética indica um comportamento metélico para a condutividade de spin. No entanto, o
valor tipico colapsa a zero para L — oo, indicando que este modelo é também um isolante.
Assim como no caso anterior, as distribuigoes ficam bastante largas para baixas frequéncias,
justificando a diferenga de comportamento das duas quantidades para o(w).

A partir dos resultados anteriores, decidimos ampliar o estudo da condutividade para o
transporte de calor em cadeias de spin. Vimos, para este caso, que a condutividade média ja
vai a zero para baixas frequéncias e o valor tipico segue a mesma tendéncia. Assim, a localizacao
de energia para este modelo é diferente do transporte de spin. Esta diferenca de comportamento
se deve a diferenca estrutural que ha no operador corrente nos dois casos. A nossa previsao
analitica para o valor médio de o(w) apresenta uma concordancia satisfatéria com os dados
numéricos. Pretendemos futuramente fazer o mesmo estudo para o modelo de S = 1.

O trabalho desenvolvido e os resultados obtidos nos mostram que em sistemas desordenados
a analise das quantidades fisicas deve ser feita com cuidado. O estudo das distribui¢oes pode ser
bastante importante para se caracterizar corretamente as propriedades fisicas destes sistemas.
Nestes casos, muitas vezes, a grandeza fisica nao é autopromediavel e o valor tipico pode ser
muito diferente do valor médio.

Generalizamos o calculo do operador corrente e sua renormalizagao para qualquer cadeia
de spin S. Neste caso, o operador corrente é dado em termos de comutadores e, usando as
propriedades de operadores tensoriais, o cdlculo é bastante facilitado. Também obtemos os
elementos de matriz da féormula de Kubo de maneira genérica. Portanto, dado um modelo de
spin com simetria SU(2), resultados similares podem ser obtidos.

Com base no trabalho desenvolvido, consideramos que esta metodologia pode ser ampliada
para qualquer grandeza conservada, de maneira que seja possivel escrever uma equacao da
continuidade e obter uma expressao para o operador corrente. Também, a metodologia pode

ser facilmente generalizada para outros modelos, bem como dimensoes superiores.
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Equacao do fluxo

Neste apéndice, mostramos a derivagao da equagao do fluxo, Eq.(2.11), bem como o esbo¢o
de sua solugao de ponto fixo. Iniciamos escrevendo a distribuicao de acoplamentos na escala €2
como P(J,Q). Numa dizimacdo, quando a escala de energia é diminuida de € para 2 — df2,

trés acoplamentos sao removidos da cadeia e um novo renormalizado é acrescido. Assim

PULO—dQ) = {P(J.Q)—dOP(J = Q)} x
><[_/dﬁpunaJ—A)—/Q@PUQMJ—A>

J1J3 1
+ /dJlngP(Jl)P(Jg)(S (J— 50 >] N (A.1)
onde
1 1
~1—dO2P(J =) (A.2)

N~ 1+d22P(J=9)
garante a normalizagao da distribuicao apds a dizimagao.

Re-escrevendo a expressao anterior, no lim df2 — 0, chegamos a expressao procurada

or _ _
29~

P(J=Q) /dJlngP(Jl)P(Jg)(S (J - ‘]21;;3) . (A.3)
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A analise de ponto fixo ¢ melhor definida em varidveis logaritmicas. Assim, definamos

cn(®) "

ron () "

onde p(() é a distribui¢ao da nova variavel. A transformagao entre as duas distribuigoes é feita

através da relacao

P(J)dJ = p(C)dC, (A.6)

de maneira que

A derivada se re-escreve como

)
012 ool 90 90¢

e [0 0
e

Substituindo (A.7) e (A.8) em (A.3), chegamos a

2—16 = g_/() + p(0) /dQP(Cl)P(C — ). (A.9)

dp __ :
No ponto fixo & = 0, de maneira que
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Op

Supondo uma solugao do tipo

obtém-se a solugao de ponto fixo (2.12).

o0+ (0 / dGp(Cp(C — ) = 0.

(A.10)

(A.11)
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B

Espectro de dois sitios do modelo (2.24)

Neste apéndice, apresentamos o espectro de dois sitios do hamiltoniano utilizado para S = 1,

Eq. (2.24)

H=JS,-Sy+D(S;-Sy)>. (B.1)

Este calculo é facilitado trabalhando-se na base de momento angular total dos sitios

Sy =S + S, (B.2)

de maneira que

S, Sy = - (S —S2—82). (B.3)

N | —

Com isso obtemos os estados e energias listados na Tabela B.1.
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Energia Estado

AD —2J | —=(|1,—1) —[0,0) + |-1,1))
D—J 2 (11,0) — 10,1))
D—J 75 (10, =1) = -1,0))
D—J - (11, -1) = |-1,1))
D+J 11,1)

D+J |—1,—1)

D+J =5 (11,0) +10,1))
D+J =5 (10,—1) +|-1,0))
D+J | 2 (11,-1) +2]0,0) +|-1,1))

Tabela B.1: Espectro de dois sitios do modelo utilizado.

Percebamos que, como deviamos esperar pela simetria do problema, a estrutura dos estados

¢é de singleto, tripleto e quintupleto.
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C

Forma lorentziana para a delta de Dirac

Neste apéndice, utilizamos uma forma lorentziana para obtermos a distribui¢ao da condu-

tividade, Eq. (4.4). Comegando pela Eq. (4.5)

R(\) = /dldJP (J,1|w) e—i/\wl26(w—J)/4L’
= 1+ / dldJ P (J,1|w) [efw%(w)/u _ 1]

= 1+ / dIP (w,1|w) / dJ [e—“www—”/‘m — 1} : (C.1)

Agora, utilizando a representagao lorentziana para a 0(x)

b/m

(z) = FCRWTL (C.2)

onde b — 0, podemos escrever



87

/dJ [e—ikle(S(W—J)ML — 1} = /dJ (exp{ [(w __;)b;_'_ bﬂ } — 1>
[ oo lovm] -

_ 2/0+de {eXp [%} - 1}, (C.3)

onde v = A\wl?/47 L. Fazendo a seguinte mudanca de varidveis t = b?/ (J* + b?),

Q

1
dJ |: —idwl?§(w—J)/AL 1} _ b/ —ivt/b 1
/ ‘ o B2V =1 (c )

Looodt vt ot
= b/o m(cos?—l—zsm?). (C.4)

Usando y = 7/b

1 dt cosyt — 1 cosy/2 y
/ 52 /T —1 - i (5)
ot 1=t sin yt siny /2
obtemos

—idwl26(w—J) /AL ] _ [ —iy/2 I\ _ i o—iy/2 Y }
/dJ [6 1 ™ et (2) 1 J0<2>
— —z'7r7€‘iy/2 [Jo (g) +3Jp (%)]

Al? e Awl? Awl?
- —iAwl?/8mbL ;
L o (ar) +in (357 co

Finalmente

_ Aw 2 —idwl?/8mbL Awl? : Awl?
R()\) = 1+4L/le(w,l]w)le Ji —s iJo ol ) | (C.7)



88

Utilizando a Eq. (4.9)

_ e n+l 2 2 —n2B21 )2 —iAwt? /8L Awl? . Awl?
R(\) = 1+2LFWZ( 1) n/dme e N e Ll G

n=1
_ A = (‘Unﬂ —02  —idwl?/8nniBbL Awl? : Awl?
= Y orgr, ; n / diete I Srmignr ) ~ o\ SrmagnL
— 1 i (V™ / dle™ 2 f (N, al?) (C.8)
20T, &= n? ’ ’ '
onde a = Smfﬁ%L e
f (m, a€2) = T exp (—iozEQx) [Jl (xaEQ) —iJy (maﬁ)} . (C.9)
Usando
of .
— = — C.10
o, - (C.10)
*f 2
—_— = -2 C.11
| =e(e-2), (1)
obtemos

R (0) = —i ! i(_l)nﬂ / dle™"¢?
2L3T,, n? ’

n=1
Tt 1
_ T 12
720 LA, (C.12)
1" . 1 - (_1)n+1 Aw —0 (2
B0) = i35 > nt \8mipr) / de™ (€ =2).
ind n=1
w
~ , 1
BT, (C.13)

Utilizando as Eqs. (4.11) e (4.16), chegamos a
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7a'l
_ C.14
(o) = (©.14)
aST* 19 127 Tw
Varo = - . C.15
we=Tr ( 518400 T 806400 Wb) (C.15)

O valor médio é o mesmo obtido com a delta tipo caixa, mostrando que ele é independente
da forma da funcao delta. A variancia, entretanto, é ligeiramente diferente. Notemos também

que ela depende da largura, b, da lorentziana.
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D

Renormalizacao do operador corrente de

spin

Neste apéndice queremos calcular o operador corrente de spin e sua renormalizacao numa

dizimagao para o modelo mais geral de spin-S com simetria SU(2)

25

H=3"3" 758, S1m)" (D.1)

J k=1

onde Jj’.“ sao variaveis aleatérias independentes. A soma sobre k varia de 1 a 2S5, permitindo
todos os termos linearmente independentes [30].

Com isso em mente, deixaremos o operador corrente na forma de um comutador da den-
sidade da grandeza conservada com o Hamiltoniano. Utilizaremos as propriedades gerais dos
operadores de momento angular encontradas na ref. [31]. O spin total na diregao z é conservado

e, portanto, a equacao da continuidade pode ser escrita como

on(z,t) N or(x,t)
ot Ox

onde, escrevendo em termos dos operadores na rede e utilizando a forma discretizada da derivada

—0, (D.2)

. 8 ,t .. — T 1
espacial, 2@t _, D=L chegamos a

ot
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J J,j+1 j—lj __
+ =0,

ot a

onde n; = ész ¢ a densidade de spin, com a o parametro de rede. A partir da Equacao de

(D.3)
movimento de Heisenberg, temos que

Tl TNl (g, H]. (D.4)
a

Como o hamiltoniano tem a seguinte forma H = Zj Hj j 11, obtemos que

— iln. H
- i[n;, H]

[Sf7 Z Hk,k+1]
i

= —[87, Hjju + Hj_1;] . (D.5)

S~

Q| .

Comparando o lado esquerdo e direito de D.5 chegamos a

Tige1 = i [S5 Hjji]
= —i[S5,, Hjjnl, (D.6)

onde a segunda parte é obtida do fato de que [sz + 571 Hjji1] = 0 devido & simetria SO(2).
Assim, a Eq. (D.6) é a expressao geral que procurdavamos.

Agora, precisamos calcular como o processo de dizimacao afeta tal operador. Para isso,
devemos comecar escrevendo o estado perturbado até 2* ordem em teoria de perturbacao.
Suponhamos que os sitios 2 e 3 sejam os dizimados. Seja Sg o estado fundamental deste par de
sitios, que pode ser um singleto Sg = 0 ou um multipleto fundamental de spin finito S # 0.

O hamiltoniano nao perturbado é dado por

Hy =Y J5(Sy-Ss)", (D.7)
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enquanto a perturbagao é dada por

28 25
V= JF(S:-8)" + ) JE(Ss-8)". (D.8)
k=1 k=1

Até segunda ordem, temos que

[SaM) ey = [01) + [01V) + [¢2), (D.9)
onde
[0 = 1S, M) (D.10)
M\ _ <57M/|V‘SG7M> M D.11
S#Sq,M’'
sy 3 SMVISAN (8011 86, M
S,S’#SG,M’,M” AE (SG7S> AE (SG7S)
x |S, M"). (D.12)

Definimos AE (Sg, S) = Es., — Es como a diferenga de energia entre o estado fundamental
Sa e o estado excitado de spin S. Os outros termos de 2* ordem nao contribuem para a

renormalizacao, o que serd mostrado na Secao D.3. Termos de ordem superior, ‘¢(2)>, Sa0

desprezados pois geram corre¢oes de ordem Qim com m > 1, que sao sub-dominantes. A Tabela

D.1 mostra todos os termos que precisam ser calculados até a ordem dominante.
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Sa=0
Frazsa | (O [mama| ) + (0 712734 ) ~ O ()
Fos | (VP |ms| v O) + (O |y 5| ) ~ O () = Fr2/34
Ser 0
T1,2/3,4 <¢(0) ’7'172/3,4| ¢(0)> ~ 0 (Q°)
Tas | (W s 0 O) + (W) 15| 9 O) ~ O (Q°) = 71 5/34

Tabela D.1: Termos necessarios para se obter todas as contribuicoes de ordem % no operador

corrente. Correcoes de ordem superiores sao sub-dominantes.

D.1 Renormalizacao de 715 e T34

Calcularemos as expressoes para o operador 7j o apenas. As expressoes para o operador Ts 4

sao analogas devido a simetria da cadeia. Iniciemos com o termo

7~'172 = <¢(0) ’7'1’2’ w(0)> . (D13)

Se o estado fundamental é um singleto, este termo é zero. Por outro lado, se o multipleto
fundamental possui um spin total Sg # 0, a contribuicao é nao-nula. Para discutir isso, os
indices do sitio 4 serao omitidos pois nao é necessario utiliza-los em todos os passos do calculo

e, assim, nao carregamos a notagao. Portanto, temos que

(my |72 my) = i (ma, O |[ST, Hy o) miy, @) . (D.14)

Atuando com S} nos estados,

<m1 |’7~'172| m'1> =1 (m1 — m’l) <m1,¢(0) |H172| m'l,g/z(o)> . (D15>

O elemento de matriz obtido é o mesmo para a renormalizacao do hamiltoniano em 1*

ordem, assim
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(my |72l my) = i (my —mb) (ma, o |Hy o m], @)

:i<m1HSf,P~IHm’1>, (D.16)

no qual H= <w(0) |Hi2 + Hs 4 ¢(0)>. Podemos colocar o termo H3 4 no comutador pois o mesmo
comuta com S7. Este novo operador age apenas nos sitios 1 e 4. Como isso foi calculado para

um par arbitrario de estados, concluimos que
Fio =i [Sf, FI} . (D.17)
Para um multipleto fundamental com spin finito, este é o resultado final. De maneira similar
para 7'374

Foq = —i [Sj, Iﬂ . (D.18)

Se o estado fundamental for um singleto, devemos ir até ordem superior, corrigindo o estado

até 1* ordem

7'1~,2 = <¢(1) |7'1,2\ ¢(0)> + <¢(0) \7'1,2‘ ¢(1)> s
= T1,2¢ + T1,2- (D.19)

Como [S7, Hs 4] = 0, podemos re-escrever 7 5 como

T2 =[S, V]. (D.20)

Explicitamente
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00 " SM’ "OSMV|m/, 00
Figa = Z (my, |7'1,2|m1a ) (mf, |V|m/, 00)

" AE (07 S)
SH£0,M;m!
. (m1,00|V|m’1’,5M’>
P> {(ml I A VT B
S#0,M";m/
x (mf7, SM"|V|m7,00)]. (D.21)

O termo 7 9, é obtido de maneira similar

Z (mq,00|V|my, SM") (m7, SM' | 2| m},00)

1,2 = AE(0,5)
S0, M,
- " / <m1,OO|V\m’1’,SM’>
> {(ml_ VT AR s
S0, M,
X (mfy, SM"|V|m},00)]. (D.22)

Quando somamos os dois, 0s termos proporcionais a m/ se cancelam, restando apenas

(my |T12|m7) =i (my —m)) <m1 [j]’ m’1>
= <m1 ‘—i [ST,JEI} ‘ m’1>, (D.23)
de maneira que
Ti2 =1 [Sf, ﬁ]} . (D.24)

As regras de dizimagdo para os acoplamentos sdo as mesmas obtidas em [30]. Para o

operador 73 4, o resultado é andlogo

Foy = —i [Sz, H} . (D.25)
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Assim, fica claro que no processo de dizimacao, o operador corrente retém a sua forma sendo
calculado com o hamiltoniano efetivo, H, que age no espaco de Hilbert truncado. Também,

percebemos que 712 = 734. Note que, quando o estado fundamental ¢ um singleto, os acopla-

mentos em H sao proporcionais a %, enquanto no caso de Sg # 0, eles sao independentes de

2, como deve ser segundo as regras de dizimacao mostradas no Cap. 2.

D.2 Renormalizagao de 73

Nesta secao, queremos calcular a renormalizacao do operador 7, 3 numa dizimacao e preten-

demos mostrar que o resultado final ¢ igual ao de 7y 5. O operador é dado por

7'273 =1 [SQZ, H273] . (D26>

Na base de momento angular total nos sitios 2 e 3, Sy = Sy + S3, 0s elementos de matriz

sao obtidos facilmente, de maneira que

(S, M |35 S, M'y = —i AE (S, S') (S, M |S3| S', M) 62101, (D.27)

onde a delta de Kronecker aparece devido ao Teorema de Wigner-Eckart [31].
Percebamos que o elemento de matriz é proporcional a {2 quando calculado entre o estado

fundamental e os excitados, devido ao termo AFE. A contribuicao mais baixa é dada por

79 = —i (VO |[S5, Hy)| 0©) = 0, (D.28)

onde usamos que Hyz [¢(0) = Eg, ‘¢(0)>.

A contribuigao seguinte é dada por

(1)

2{3 — <¢(1> |72 5] ¢<0)> + <¢<o> |72.5] ¢<1>>
== 7-2,3a + 7:2731,. (D29)
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Usando (D.27), podemos re-escrever 7y 3, como

N SeM'|V|S, M ,
72,30 = Z e[V ><S7M|T2,3|SGM>

oSy AE(56,9)
=i Y (SeM'|V|S,M)(S,M|S;| ScM"). (D.30)
S#£Sq,M

Usando a relagao de completeza 1 = Py + > g, s |S: M) (S, M| nos sitios 2 e 3, onde Fy

é o projetor no multipleto fundamental, temos que

Tosa = —1(SeM'|V (1 — Ry) S3| ScM"). (D.31)

Somando Ty 3, € T2 35, Obtemos

Tos=—1iR[V(1-FR)S; =S (1-R) VIR
:—Z(PO [Sg,V] P0+[P()S2ZP0,P0VP0]>, (D32)

onde usamos o fato de que P} = Py no segundo termo da segunda linha. Quando o estado
fundamental é o singleto, a quantidade FyS;F, é zero devido ao Teorema de Wigner-Eckart.
Quando o estado fundamental ¢ um multipleto Sg # 0, PS5 P = 5'53 é o operador S* do novo
spin efetivo, que comuta com o hamiltoniano efetivo, PyV Py = H'ng + ﬁ2374, i.e., no espaco de

Hilbert truncado

S3g, His + Hysa| =0, (D.33)

devido a conservagao da simetria SO(2) numa dizimagao.

Para o primeiro termo de (D.32)
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Tog = — 1Py [H12, 57| Po
= (PO |715) @) (D.34)

=719, para multipletos de Sg # 0 (D.35)

finalizando o célculo para o caso Sg # 0: To3 = T12. Agora, queremos mostrar que 7o 3 = T34.

De fato,

7:273 - — Z <SG'M/ ‘[Sg, V” SG'M”>
= (@ |73 4] @) (D.36)

=T34, para multipletos de Sg # 0 (D.37)

Precisamos fazer uma escolha para 7o 3. Usaremos a forma simétrica

N 1 N
7'273 = 5 (TLQ + 7'374) s (D38)

para que nao se introduza uma assimetria nao justificada.

Quando o estado fundamental é um singleto, S¢ = 0, devemos ir até 2* ordem nos estados

Toge = (W sl 0 V) (D.39)
Toza = (W 23| 9?), (D.40)
T2,3e = <¢(2) |T2,3] ¢(0)> . (D.41)

Comecemos mostrando que o primeiro termo é zero.

00|V 5, M"Y (S, M’ |V] 00)
2. AR 0,5  AE(0,8)

72,3¢ =
S’,.S, M’

X <S/, M’ |7'273‘ S, MI> ) (D42)
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onde usamos que M” = M’ devido ao Teorema de Wigner-Eckart. No caso em que S = 5’

(S, M |133| S, M) =0, (D.43)

conforme Eq. (D.27).
Quando S # ', consideremos o par de termos S = S,, " =S, e S =5, 8 =5, O
denominador de energia é o mesmo, e (S,, M |12 3| Sp, M) = — (Sp, M |T23| Sa, M), de maneira

que resta o termo

(00 [V| Sa, M) (Sp, M [V]00)
—(00|V| Sy, M) (S,, M |V|00) . (D.44)
Percebamos que o segundo termo é o complexo conjugado do primeiro e como V' é hermitiano
e real eles se cancelam.

Continuemos, entao, com os termos (D.40) e (D.41). Usando que (D.27), o denominador de

energia cancela e obtemos

. , 00 [S3].S, M") (S, M" |V|S', M’
i Y QUISHS A (SIS

S,S’#O,MﬂM” AE (07 S/)
x (S’ M’ [V] 00) (D.45)
) , (00 (V| S, M"Y (S', M'|V| S, M")
T2,3e =1 Z / X
S,S’#O,M’,M” AE (07 S )
x (S, M |SZ]00) . (D.46)

A soma sobre S pode ser retirada utilizando a completeza e percebendo que (00 [S3] 00) = 0.

- (00[S3V| S, M) (5", M"|V| 00)

Fasa =1 ) AE 0.5 , (D.47)
5740,M"

. (00|V| S, M") (S, M" |V S3] 00)

T23¢ = 1 Z AE (0.5 : (D.48)

S7£0,M’
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Definindo o operador R

1S, M") (S, M|
= D.4
1 Z AE(0,5) (D-49)
S/5£0,M’

as expressoes podem re-escritas como

To3d T T2,3¢ = @ <¢(0) IS5V RV — VRV SS| 1/1(0)> ;
=i (O |[S;, VRV]|»). (D.50)

Agora, podemos utilizar a seguinte identidade

(S5, VRV] = [S;,V]RV + VR[S;, V] + VS, R] V. (D.51)

O ultimo termo ¢ zero, como serd mostrado a seguir. Usando que [S3, V] = —i7y 5, somando

os dois primeiros termos, chegamos a

T2,3d + T2,3¢ = <1/1(0) IT12RV + VR ¢(0)> ;
= <1/1(0) |7T12] 1/1(1)> + <1/1(1) |7T12] ¢(0)> (D.52)
=T, (D.53)

Da primeira para a segunda linha, usando a expressao explicita de R, obtemos

<S/M/ |V| ¢(0)>
AE (0,5

RV [p©@) = >~

S'40,M/

1S’ M) (D.54)

que ¢é justamente a expressao de ‘w(1)>, Eq. (D.11). J4 da segunda para a terceira linha,
podemos identificar 71 5 a partir de (D.24). Assim, mostramos que a renormaliza¢ao de 7o 3 é
igual a de 7y 9, calculada explicitamente na segao anterior.

Agora, precisamos mostrar que o dltimo termo de (D.51) é, de fato, nulo. Definamos

B = [S3, R] e calculemos o complexo conjugado de V BV
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(VBV)' = VIBIVI = —vBY, (D.55)

onde usamos que B = —B. Como VBV é real, entdo seus elementos diagonais devem ser zero

(YOIVBV|¢p®) =0. (D.56)
Portanto, o compéndio dos resultados é o seguinte. Quando o estado fundamental do par a

ser dizimado é o singleto, a renormalizacao dos trés operadores ¢é igual

To3 = Ti2 = T34 = —1 [ f,lﬂ , (D.57)

com H conectando os sitios 1 e 4, apos a dizimacao de 2 e 3. Ao somar os trés termos aparece

o fator de distancia efetiva, I. Quando o estado fundamental dos par de sitios a ser dizimado
for um multipleto

(D.58)
onde

(D.59)
Foa = —i [S;;’, H} . (D.60)
com H conectando os sitios 1 e 4 com o novo spin efetivo, colocado entre eles. Justamente pela
estrutura de (D.58), as distancias efetivas sdo dadas por

l

=1+ 52 (D.61)
- l

Is=1ls+—

. (D.62)
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D.3 Outras correcoes de 2% ordem

Nesta secao, mostramos que héa outros termos de segunda ordem na correcao dos estados,
mas que eles sao zero e por isso nao os levamos em consideracao no calculo anterior. Os termos

sao

@) = Z (SG,M\V\Sg,M>(S’,M’\V\SG,M>X

S77#0,M [AE (5S¢, Sl)]z
x |, M), (D.63)
2 S'£0,M’ [AE (SGa S’)]
% |Se, M) . (D.65)

Lembremos que as correcoes de segunda ordem sé sao necessarias quando o estado funda-

mental é o singleto, S =0e M = 0.

(2)

O termo |9, > claramente ¢ zero pois a perturbacao V leva o estado fundamental para o

tripleto e o elemento de matriz

(SgM" V| SgM) = 0. (D.66)

Ja o segundo termo é um pouco mais sutil. Estamos interessados nas corre¢oes de ordem %

e, como este termo tem no denominador a diferenca de energia ao quadrado, i.e., §2)> ~ é,
ele s ¢é relevante no calculo do seguinte elemento de matriz de 75 3

672 = (Sa M Ina| 97 ) o (Sg, M |7s] S, M") (D.67)

Como o operador corrente é um tensor de ordem 1, seu valor esperado com o estado funda-

mental é zero.



103

I

Elementos de matriz do operador corrente

Neste apendice, calculamos os elementos de matriz do operador corrente 73 3. Neste caso,
estamos interessados em obter uma expressao geral para os elementos de matriz que entram na
formula de Kubo. Usaremos as varidveis S e S’ para os multipletos de spin total dos sitios 2 e

3. Este elemento de matriz de interesse é dado por

<S/M/ |T2’3| S, M> =1 <S/,M, |[ §,H273]| S, M> >
= iAE(S,8) (S, M'|SZ| S, M), (E.1)

onde AFE (S,5") é a diferenca de energia entre os estados de momento angular S e S’. A tarefa
¢ computar o valor do termo (S’, M’ |S3| S, M) de maneira genérica. Em seguida, com esta
expressao, iremos particularizar para os casos de S = 1/2 e S = 1 a fim de confirmar os
resultados apresentados nos capitulos.

Denotemos o elemento de matriz a ser calculado por f (S253;.5S", MM'). Usamos o Teorema
de Wigner-Eckart e o fato de que S5 é a componente zero de um tensor de ordem 1. Assim,

pelas regras de selecao M' =M e S’ =5 +1
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f(SQSg,SSI,MM/) <5253,S/,M|522|5253,S, M>
= 4§ (_1>175+Sl <1sﬂ 0M|1S7 S/7M> x
o V25 +1

(8553, 5" [1S2]] S25s, S) (E.2)

X

onde (5253, J5 ||S5|| S253, J2) é o chamado elemento de matriz reduzido, que independe de M.

Podemos re-escrever este elemento de matriz da seguinte maneira [31]

(5555, 5" ||9%]] 5583, S) = (—1)52 55+ &

x [(25 + 1) (25" + 1)]'/* x

Sy S S5 B
X (52 (19311 52) , (E.3)
S Sy
Sy 5" Ss _ . ‘
onde é o chamado simbolo 6 — j de Wigner [31]. O outro elemento de matriz
S S 1

pode ser simplificado utilizando o teorema de Wigner Eckart

V2S5 + 1 (S, My |S3| So, M)

(2 [|53]] 52) = — (155;0M, |185; Sy, M)
= \/52 (S2+1) (282 + 1), (E.4)
onde usamos
M.
(1S59;0M5 |1Sy; Sa, M) = ——2, (E.5)
/52 (S2 + 1)
(S2, My |S3] Sa, M) = M. (E.6)

Juntando todos os termos
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f (523385/, ]\47 M/) — 5M,M’ (_1)52+53+S+1 %
Sy (Sy 4 1) (255 + 1)]? x
SQ S/ Sg
xg(5,5', M) , (B.7)
S Sy 1

onde definimos

g (8,8, M)=+v25+1(1S;0M |1S;S’, M)

VS+H1-4E5, §=5+1 E5)

M?2 r__
—\/S =5, S'=5-1
Agora, podemos calcular os valores explicitos para os modelos tratados nesta tese. Para o

spin 1/2, cuja transigao é do singleto para o tripleto

F(1/21/2,10,00) = % (E.9)

que confirma o resultado obtido no Capitulo 3, Eq. (3.20).

Ja para o caso do spin 1, com a transi¢ao do singleto para o tripleto

2
£ (11,01,00) = \[g (E.10)
Quando a transicao é do tripleto para o singleto ou quintupleto
2
£(11,10,00) = \/; (E.11)
1
f(11,12,00) = —%, (E.12)
1
f(1,12,11) = —3 (E.13)
1
f(11,12,-1—-1) = —= (E.14)

27
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que confirmam os valores obtidos no Capitulo 5, Egs. (5.20), (5.29), (5.30) e (5.31).
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F

Renormalizacao do operador corrente tér-

mico

Neste apéendice apresentaremos uma derivacao geral para a renormalizacao do operador
corrente térmica, de maneira analoga ao que foi feito no caso de spin, Apéndice D. O modelo

utilizado é o mesmo do caso de transporte de spin

H=Y S S Su) r1)

j ok
onde J]’?’ sdo variaveis aleatorias descorrelacionadas e a soma sobre k se estende sobre todos os
termos linearmente independentes.

Como discutido anteriormente, vamos partir da Eq. da continuidade discretizada

ji+1 - ]z

- =1 [piiy1, H], (F.2)

Hiip1 2 . . L
onde p;;11 = —= ¢ a densidade de energia numa dada ligacao.

Como H = ), Hj j+1 obtemos



108

fiar —
el B = [ 1@+172Hkk+1]

1

= - E zz+1>Hkk+1]
k

)
= 3 (Hiiv1, Hi—1i+ Hij1 + Hivr,i40]

Q

1 7
= 2 [Hiiv1, Hiv1it2) — - (Hi—1:, Hi 1] - (F.3)

Comparando o lado esquerdo e o lado direito de (F.3) chegamos a

Ji =i [Hi 1, Hiiya] . (F.4)

Vamos supor que o par mais fortemente acoplado é o 2 e 3, para o qual o hamiltoniano nao

perturbado é dado por

e a perturbagao é

25 25
Vo= ) I (So-S)" > I (S1-8y)"
k=1 k=1
25 25
+ > TS5 S) ) JF(Ss-S)
k=1 k=1

= Ho1+Hio+ Hsy+ Hys. (F.6)

Assim, para os sitios envolvidos, temos que
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j1=1[Hoz, Hi2], (F.7)
Jo =i [Hya, Ha3], (F.8)
js =1[Haz, H34], (F.9)
Ja=1[Hza, Hys|. (F.10)

Um resumo dos resultados que mostraremos é

hi=Ja=i [Ho,hﬁ] ; (F.11)

Fa=Fa=i [H H4,5] . (F.12)

F.1 Renormalizacao de ), e j3

O objetivo desta secio é mostrar que a renormalizacio de j» é idéntica a de jy, i.e., jo = J1
enquanto j3 = js. Os elementos de matriz de js /3 sao calculados na base de momento angular

total dos spins dos sitios 2 e 3, o que fornece

(S, M |ja] 8", M"Y = i AE (S, S') (S, M |Hy,| S, M), (F.13)
(S, M |js| S, M"y = —i AE (S, ') (S, M |Hs4| S, M), (F.14)

onde AE (S, S/) = ES — ES/.

A renormalizagao em ordem zero de ji/3 € zero, ja que

3 = i (PO |[Hy g, Hyg)| ) = 0, (F.15)
i) =i (0 |[Has, Hs ]| V) = 0, (F.16)

onde usamos que AE (S,5) = 0.
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F.2 Caso Sg #0

Comecemos com a contribuicao quando corrigimos o bra ou o ket em 1* ordem, i.e.

3 = (00 i 5 + (5 i 90,

= (Jo.a) + (J2/30) - (F.17)

Escrevendo |¢(1)> explicitamente, Eq. (D.11), e usando a Eq. (F.13)

(S, M |2 SeM') . (F.18)

_ (SeM' |V| S, M)
= ) AE (Sc, S)

S#Sq,M

Escrevendo a identidade e explicitando o projetor no multipleto fundamental, F,

1=Po+ Y |9M) (M, (F.19)
S'#£Sq

o que implica que a Eq. (F.13) se escreve, ap6s somada com a sua conjugada,

Jo = —i{SeM |V (1 — Py) Hiy — Hiy (1 — Py) V| SeM’) (F.20)

A equagao acima possui dois termos, um que envolve a identidade entre os operadores, e a outro
que tem F.

Para o termo de Eq.(F.20) que envolve a identidade, temos que

3 = =i (SeM |[Hy, V]| SeM')
= —i(SgM |[H12, Hy1]| ScM')

= (@ |5, @) (F.21)
=71, para multipletos de S¢ # 0 (F.22)

O célculo de j3 segue de maneira angloga.
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Agora, o termo em Eq.(F.20) com o projetor pode ser calculado usando que Pg = Py,

I = i (SaM' [V PyPyHy s — HiaPyPoV | So M)
=1 [PV Py, PByH1 2]
— i | Has 1, 23
= —1 |:}~IL23, FI2374] , para multipletos de Sg # 0 (F.23)

Da segunda para a terceira linha, usamos que FyH; 2Py comuta consigo mesmo.

F.3 Caso Sg =0

Se o estado fundamental é um singleto, as corregoes de ordem 1?* feita acima sao zero. Assim,

devemos ir até 2% ordem

Joe = (WM o] MY (F.24)
Joa = (WO |ja| ), (F.25)
Joe = (VP o] ) . (F.26)

Comecemos mostrando que a corregao dada pela Eq. (F.24) é zero. Explicitamente,

> (00 V] S, M) (S", M" V| 00)
AE(0,S)  AE(0,S7)

j?,c =
S"#£0,5'#£0

x (S, M || 8", M"), (F.27)
Definindo o operador resolvente

S' M"Y (S, M
5 | ) { |

h= AL (0,5

(F.28)
S7£0,M"

=) Ry, (F.29)

5740
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onde

’S/’ M/> <S/’ M/|
) = ) F.
Hs AE (0,5) (E30)
Em termos do resolvente,

Tomando explicitamente dois termos das somas sobre S’ presentes nos resolventes e denotando-

os por S, and Sy,

<00 |VRSGT2RSbV‘ 00> -+ <00 |VRSbT2RSaV| 00> . (F32)

Usando a expressao explicita de 7y,

AE (S,, Sy) ({00 |V Rs, Hy sRs, V| 00) — (00|V R, Hy 2Rs, V] 00)), (F.33)

onde o termo envolvendo Hj 3 da origem a diferenga de energia. Claramente, se S, = S} este
termo é zero. Se S, # Sp, 0 segundo termo é o complexo conjugado do primeiro e quando
somados o resultado é zero.

Partamos, agora, para o calculo de (F.25) e (F.26).

~ (00 |j2| S, M) (S, M |V|S",M') (S, M’ |V|00)

J2,d = E ; ; (F.34)
$50 AE(0,5) AE(0,5)

- 00 |V S", M) (S, M"|V| S, M) (S, M |j5] 00

oo = 37 LOIVIS' M) (S' M V] S, M) (5, M o] 00) (F.35)

o AE (0,5) AE (0,5)

Usando a expressao do elemento de matriz do operador corrente, Eq. (F.13), os fatores AE (0, S)

se cancelam,
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~ . 00 |Hyo| S, M) (S, M |V|S', M) (S", M"|V]00
a3 (O0Lsal S.0) (S, M V] 8.7 (5' M|V 00)

S50 AE (0,5
~ , (00 |V|S', M") (S", M"|V|S, M) (S, M |Hy 2| 00)
J2,e = —1 Z 7 .
s AE (0,5

A soma sobre S pode ser retirada percebendo que (00 |H; 2| 00) = (00 [V/| 00) = 0,

5 (00 |Hy5V| S, M) (S, M [V] 00)

foa =i |
S’ M’ AE (07 Sl)

[ (00[V] 8", M") (', M" |V Hi 5] 00)

2,e Eny! AE (07 S/) .

Usando o operador resolvente, chegamos a

Jod + Joe = i (VO |HioVRV — VRV Hy 5| V),
=i (Y9 [[Hy2, VRV][p®).

O comutador pode ser escrito usando a identidade

[Hi2,VRV] = [H12, VIRV +VR[H5,V|+V [Hi2, R]V.

Assim

[Hy5,VRV] = [Hy2, Ho1) RV + VR [Hy o, Ho1) + V [Hyo, R]V
=i (jiRV +VRj)) + V [Hi, R V.

O terceiro termo ¢é zero. Quanto ao resto

(F.36)

(F.37)

(F.38)

(F.39)

(F.40)

(F.41)

(F.42)
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Joa + Joe = (WO |7 RV + VR | p©),
= (YO 51| D) + (M |5;] @)

:317

(F.43)
(F.44)

que serd calculado explicitamente na proxima sessao. De maneira similar obtemos, também,

que

33,d + 33,e = Jjs.

Assim, concluimos que, quando o estado fundamental é um singleto

F.4 Renormalizacao de j; /4

A corrente é renormalizada no sitio 1 de acordo com

= @O 00).

Se o estado fundamental é um singleto, esta quantidade é zero. Caso contrario,

J1=1 |:H0,17]:I} ;
e o calculo estd terminado.

Para o caso do singleto, usando o resolvente, as proximas ordens sao

io= @OWVR|¢O) + (O [ RV] )
o= (U5 ®) + (O 5| pW).

(F.45)

(F.46)
(F.47)

(F.48)

(F.49)

(F.50)
(F.51)
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Usando a expressao de j;

J1=1[Ho1, Hi2],
- ’l [H(),l, V] 5 (F52)

Assim,

J1RV 4+ VRj, =i (Ho VRV — VHy RV) +
+i(VRHy,V —VRVHy,)
— Z [H071, VRV] y (F53)

onde usamos que [R, Hy;| = 0.
Iremos calcular agora um elemento genérico de j; e, para isso, usaremos a base |¢,) que

diagonaliza Hy;.

($a00 [ j1] $,00) =i (¢q,00 [Hot VRV — VRV Hyy| ¢, 00) (F.54)

Os elementos de matriz podem ser calculados explicitamente,

(6400 71| $$00) = (¢a — Pb) (P, 00 [V RV| by, 00)
= (¢a — &) <¢a,00 )H‘ ¢b,00> (F.55)
= <¢a [Ho,l, H] ‘ ¢b> : (F.56)

Ja que isso foi feito para um par arbitrario de estados do sitios 0 e 1, concluimos que

=i [HO,MI:I} : (F.57)

O calculo de js segue de maneira andloga,
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Ja=1 [ﬁ, H4,5} .

F.5 Sumario dos resultados

A corrente antes da dizimacao se escreve como

J14 = W1J1 + WaJ2 + W33 + Wajs.

Em primeira ordem de teoria de perturbacao

Jra = wijr + wa (J1 + j2s) + w3 (Jos + ja) + waja
= (w; + w2)}1 + (wy + w3)j23 + (w3 + w4)34,
onde jo3 = i [Hy 93, Haz.4).

Em segunda ordem de teoria de perturbagao

Jra = (w1 + we) g1+ (ws + wy) Ju,

onde 51 =7 [H071, H174] (§] }4 =1 [H174, H4,5].

(F.58)

(F.59)

(F.60)

(F.61)
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Resultados das integrais

Neste apéndice, calculamos as integrais (6.34). De [12], temos que a distribui¢ao de acopla-

mentos e tamanhos é dada por

\/g —n/y coth \/y
_ co 1
onde n = (/. As varidveis ¢ e I" foram definidas nas Eqs. (A.4) e (A.5), respectivamente. A

varidvel y corresponde a transformada de Laplace de A = [/T? i.e.

Q(n,y) = / oG (1, A) dA. (G.2)

A relacéo entre a distribuicao de acoplamentos e tamanhos P((, 1) e Q(n, ) é dada por [12]

1 -
As primeiras integrais de interesse sao
d
/dzp(g,zmm)z __ A9 (G.4)
dy =0
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_ e

dIP(Ci, 1, D)2 = £
[P tlror = 4

x % (G.5)

y=0

Como calcularemos as derivadas em y = 0, convém expandir @) (n,y) em série de Taylor em

VY —ny/gcoth /7 —n ny vt onyt oyt oy TyP
OV 1-= e — s ) G.6
sinh o/ ‘ 3718 T a5 T8 T 6 360 (G.6)

Portanto

dQ L1 1) e

-2 == (-z-2) == G.7
dyl| o ° < 3 6) 2 (G.7)
2Q e, T T
— | = N+ o G.8
|, 9 <” TR 20) (G-8)

Assim

9 rz 50" 20

2
_ 14,2080+ BAT 4 35 (@9)
180 (1 + 2)

/ adcPCamE? — X / dee=% eI (4_2 A 1)

2 lw” —2¢,—¢/T
dIdCP(C T = = [ dge*e

20?2

T 21 +ar) (G.10)

Tw ~Ce¢/T
dIdCP(CIT)T = == [ dge™e

F2

- (G.11)

2(1+T)’
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Finalmente

L(lw|ll) =

/wmamvz %/MMWM

t/MP@ﬂDJZ

w2

1420

/dCP((,l|F)J2 =

/dli1dli+1/dCi1dCi+1P(Ci1;li1|Fw)P<Ci+lali+l‘Fw) X

F (we™S 1 we™ 0 Ly, L)

4 56802+ 84T + 35 22 w? ,
IMw 2+ I+ |——— |2
180 (1 + 2T 2 (1 2I) 2(1+ 2r)

Portanto, obtemos que

[T x k()]

= n(Fw)/le((),l|Fw)£(l,w|F)

_ (Fw) )
- /dAQ(O,MFw)E(l,MF)

6872 + 84T +35] 1 1
= anF?’wz{{ ]+—[—]
(L) 180 (1 + 21)° 2 [ (1+2T)

T
180 1421

3

+

que é o resultado procurado, Eq. (6.35).

(G.12)

(G.13)

(G.14)

(G.15)

(G.16)
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