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1. Considere o problema de elétrons que nao interagem entre si mas que interagem com as vibragoes da rede
cristalina (fonons), conhecido como o problema elétron-fonon. Vamos considerar elétrons com uma dispersao
livre (Ep = k%/2m & a energia de Fermi)
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Lembre-se que fonons tem potencial quimico zero, pois o namero total de fénons nao é conservado. A interacao
elétron-fonon é descrita por

Hipy = % %Mq (CL+qck) (aT—q + aq) ) (1)

onde Mq = gqv/q = M4 (ver notas de aula) é a constante de acoplamento. Vamos simplificar e considerar
gq = g = const.

(¢) Como os fonons sdo sempre trocados através da combinagao a:fl +a_q (Eq. 1), é conveniente definir a funcao
de Green de Matsubara dos fé6nons como

D(a,7) = = (T; { [a-a(r) + a}(7)] [aq(0) + al4(0)] } ).

Calcule a funcéo de Green de Matsubara nao-interagente dos fonons D) (q,v,). Note que essa fungao de
Green tem o seguinte vinculo D) (q,v,,) o« 6 (g0 — q)-

(i) Calcule a auto-energia dos elétrons E((,Q) (k,wy,) em segunda ordem de teoria de perturbagao em g.

(74%) Faca a continuacao analitica de @ (k,wy,) para o eixo real e obtenha a funcao avancada »EA (k,w —in).
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onde n(z) =1/ (e’ —1) e f(z) = 1/ (¢’ + 1) sdo as funcdes de distribuicao de Bose-Einstein e Fermi-
Dirac, respectivamente.
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(7v) A partir de agora, considere o limite de T' = 0. Para simplificar os calculos, use gy = kr, ja que essas duas
quantidades sao da mesma ordem. Mostre que
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onde vp = kp/m > c. Isso significa que a dependéncia da auto-energia com a frequéncia é muito mais
forte que depenéncia com o momento e esta ultima pode ser desprezada. Para esse calculo, a seguinte troca
de variaveis é util

(k —p)* = k* +p* — 2kpy,

onde p = cosf e 6 é o angulo entre k e p. As duas derivadas acima podem ser calculadas analiticamente
para o modelo simplificado que estamos usando ou, pelo menos, reduzidas a uma integral simples, que pode
ser estimada.



(v) A partir de
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obtenha a renormalizagdo da velocidade de Fermi (ou a massa efetiva) e o residuo de quasi-particula Z
devido & interacao elétron-fonon.

(vi) Obtenha a taxa de decaimento da quasi-particula Im [EA (kzp,w)] como funcdo da frequéncia para 0 <
w < wp. Mostre que ela obedece a condi¢ao de validade da teoria dos liquidos de Fermi de Landau:
Im [24 (kp,w)] < w quando w — 0.

(vii) E comum definir-se a fun¢io de Migdal

0P (k) = [ G ol 0 k=l sl (k- p]

onde dSp é um elemento de area na superficie de Fermi na dire¢ao p, vp = VE (p) € a velocidade de Fermi
na diregao p e tanto k quanto p sdo tomados na superficie de Fermi. Usando essa defini¢ao da fungao de
Migdal e supondo que a integral na Eq. (2) é dominada pela regido da superficie de Fermi, mostre que

Sip = [T [ dgorr (o) [0SO a0 11© ] .
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A partir dessa expressao, mostre que a T = 0,
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e, se 0 <w < wp,
Im [ZA (kp,w)] = 71'/ dva®F (V, R) .
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(viti) Para o nosso modelo acima dSp = k%dﬁﬁ e vp = vr. Mostre que, nesse caso,

2 v \2
Q2F (v) = PFY <> 0 ()0 (wp — ), (4)

2c wp

que nao depende de k. Na expressao acima
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¢ densidade de estados dos elétrons (por spin) na superficie de Fermi. Use a fungdo de Migdal acima e

ORe[%4 (krw)) A . . ,
recupere os resultados para ———— e Im [S4 (kp,w)] obtidos nos itens (v) e (vi).
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(iz) Considere agora a expressao (3) em temperatura finita. Obtenha Im [%4 (kp,0)] para a fungdo de Migdal

(4) como fungao da temperatura, no regime T' < wp.



