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Movimento em 2D e 3D #OIFGW

 Cinematica em 2D e 3D
* Exemplos de movimentos 2D ¢ 3D
e Aceleracao constante
- aceleracgdo da gravidade
 Movimento circular
- movimento circular uniforme

- movimento helicoidal

e Movimento relativo
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Escalar vs. Vetor $HOIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Recapitulando a aula 3...

- Vetor: quantidades descritas por
uma magnitude (sempre positiva) e
uma diregdo (sentido implicito).

* Escalar: grandeza sem dire¢do
associada, caracterizada
apenas por um numero.

 Massa de uma bola, - Para a velocidade, por exemplo,
0.25 kg. importa nao so o seu valor, por
exemplo 2 m/s, mas também a

* Tempo para a massa se CA )
direcao do movimento.

mover uma distancia

* Energia de um corpo. g 3 A= Ai1 4 j
* Algumas grandezas escalares - d
sdo sempre positivas (massa). A A= \/ Af + Ai
Qutr.as podem ter os dois 4, /‘;/ y
sinais. 0—tan~'|
1/ 0 4,
T A
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Vetores dependentes do tempo O IFQW
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Na natureza ha inumeros exemplos de grandezas vetoriais que variam no
tempo. Estamos interessados na posicao e deslocamento de um corpo em
movimento bidimensional ou tridimensional, e na velocidade e aceleracao deste
corpo.

Posicao e deslocamento y

A trajetoria € o lugar geométrico dos pontos do
espaco ocupados pelo objeto (planeta, cometa, P
foguete, carro etc) que se movimenta. Qualquer ponto 7, T
da trajetoria pode ser descrito pelo vetor posicao que
denotamos por 7 (7).

O deslocamento A7 entre os pontos 7, ¢ '» ¢ dado .{
por: z

()
A_, _ —_— — ~ ra=r,+b
r_ rQ _rP 7 " ru=r,+b
o
S x
s

Note que A7 ndo depende da origem. W/

v
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Posicao e Deslocamento HOIFGW

O vetor posi¢cdao em 2D fica definido em termos de suas
coordenadas cartesianas por: y ‘

RO=x(0i+ (0] ]
A y r
i Ao
5(t) \\‘\\" A X X

l

gt Y No caso espacial, 3D, temos:
>

F(1) = x(0)i + y(t) ] + z(O)k
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Posicao e Deslocamento HOIFGW
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Exemplo: um ponto na trajetoria de um movel ¢ dado pelas
equagoes (em unidades SI):

x(1) = 0,2¢2+5,0¢ + 0,5 i
JLy(t) = _1,02+10,0¢ + 2,0 6 >
Calcular o deslocamento entre 3 ¢ 6 s: f§~ %0 #(35) —
o
A 154 o
Ar=r(6)=rQ) 0 : : : -
em t=3s: x(3)=17m e »3)=23m 0 15 30 45 60
em t=6s: x(6)=38m e y(6)=26m Posigao(m)
Dai:  AF=F(6)-7(3)=(21i+3/)m
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Velocidade Firaw
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Como no caso unidimensional, o vetor velocidade média é:

s _FHANF()_AF_Ax s Ay
" At At At AtJ 4

O vetor velocidade instantanea é: trajetoria
S fim (t+A1)—F(t) _dr (1)

Ar—0 At dt A7
r(t F(t+ Ar)

Em termos de componentes cartesianas:

dr(t) dxA dyA _ 2 A ¥
— V=V i+vV
dt dt dtl ou * v/

Decorréncias da definicao (1):

v

V=

a) v ¢ sempre tangente a trajetoria;
M coincide com o modulo da Velocidade escalar definida

anterlormente.
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Aceleracao HOIFGW
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Novamente como no caso 1D, a aceleracdao meédia ¢é:

- V(HAN-V(1)_AV_Av, - Av,
a, = Sit——j
At At At At

A aceleracao instantanea ¢:
v(t+At)—v(t) dv

__dv _d’F(1)

d=lim = (2) ou: a= :
At=0 At dt d dt
Em termos de componentes cartesianas:
~ dv s . A A
ﬁ_dv(t) dv. L v ou: d=a i+a,;
dt dt dt

Decorréncias da definicao (2):

a) a aceleracdo resulta de qualquer variacdo do vetor velocidade
(quer seja do moddulo, da dire¢ao ou do sentido de y );

b) O vetor aceleracdo estd sempre voltado para o “interior” da
trajetoria.
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Velocidade e Aceleragao FCraw
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Voltando ao exemplo do movel, as componentes x(f) = 0,2¢2+5,0t + 0,5
do vetor velocidade sao: {y(t) = -1,02+10,0¢ + 2,0

dx A Y )
v, = e —t(Ozt +5,0¢+0,5)=0,4¢+ 5,0 a5t AT ST
dy d 3 % /
vy == 1,0¢% +10¢ +2,0)=— 2,0 + 10 g 20 /
o Trajetoria
Q? 151 do carro

0 15 30 45 60
dx _ 62m /s Posi¢dao(m)
o 5=(6.28+4.07) m/s
z); =4,0m/s

v € tangente a trajetoria!
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Velocidade e Aceleracao FOIFGW
x(9) = 0,2£+5,0¢ + 0,5
v, =@=i(0,2t2 +5,0¢ +0,5)=0,4¢ + 5,0 )
Z’t af y(¢) =-1,0°+10,0¢ + 2,0
v, = di ~ (=107 101 +2,0)==2,01+10 A v
A5t A TR
As componentes do vetor aceleragdo sao: %
dv. d 3 30 a
a.= " = " Trajetoria
" d Q? 151 do carro
a,=—*=—(-2,00+10)=—2,0m/s
dt .
0 : —
’ A 0 15 30 45 60
a=(0,4i =2,0j)m/s’ Posi¢ao(m)
Modulo: Angulo; tg 0= ! — 2,0 =-5,0
. 2 2 2 Ax 0.4
:‘a‘:\/ax +a =42=20m/s ;
y =—79
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O Problema inverso HOIFGW

Conhecida a aceleracdo a(?),

podemos integra-la e obter a velocidade:
t
V(1) =, = j atdr
4
que, se integrada, nos fornece o deslocamento:

F(t) -7, = [¥(ydr

Este processo deve ser efetuado para cada componente
cartesiana do vetor considerado.
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Q1: Movimento circular uniforme #CIFaw

Quais dos vetores abaixo melhor representam a velocidade de uma
particula em um movimento circular uniforme?

X A. ML
X B. Il / ‘

n
PR S
4 ~
]
1 \
1 1
\ I} \ I}
v C. . ' . /
\ V4 \ 4
~ ’
“--%ﬂ\
IV

XD. IV
III\V

I

[MC Types] :

V
PR S
N
/.‘
1 ] I
\ 1 \ 1
X ri23-2 . , . ,
s/ Semestre de AN ’ \ Vs
X 2012 S o .’ S o _



Alguns exemplos de movimentos em
2D e 3D
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1. Aceleracao constante HOIFGW
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Aceleragao constante > teremos um movimento no plano

definido pelos vetores velocidade inicial e aceleracgao:
Movimento 2D

Vamos escolher os eixos de tal forma que o 1y
movimento se dé no plano xy.
Aceleragao constante no plano xy: a ea,
constantes ou seja:

2 problemas 1D independentes

Teremos um MRUA na direcao x ¢
outro na direcao y.
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a(t)=

componente x de 7

componente x de v

componente y de ¥

di(t) _ dv,(0)-

at

~ -~
1. Aceleracao constante HOIFGW
av (t) » dv )~ 2 A A
ci’t ]—I—?kia(t):axl +a,j
— x=x0+v0xt+5axt2
—_— )V =V, tal
1
— y:y0+Voyf+anf

componente y de V

v, =V, tal



\‘2..0
k IFGW

1. Aceleracao constante

Um caso particular: movimento sob aceleragao da gravidade

Nesse caso a, = -g e a,=0.

Na direcao x, v, € constante!

componente x de 7  mmp X = Xy + V. !
componente xde V = V_ =1V, = constante
componente yde 7 e Y=y + vt - % gt2
componente yde V comp V ' =V, — &t

= xol +y o]

Em¢=0:

Vo —v0xl +v0y]

Nota: %y e Vysdo as condi¢des 1niciais do movimento.

F128 — 20 Semestre de 2012
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1. Aceleracao constante FOIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Um caso particular: movimento sob aceleracao da gravidade

Se tomamos x, =y, = 0 (saindo da origem):
dex = v, 1, temos: t = x/v,,

Substituindo 7 na equagdo para y encontramos a equagao
da trajetoria:

Yoy 1l g , « ,
Yy =——Xx————x" (Equagédo de uma parabola !)
Vox Vox Fotografia estroboscopica

do movimento parabdlico

O movimento na dire¢do y ndo depende da velocidade
v.. Na figura ao lado, duas bolas sdo jogadas sob a acdo da
gravidade. A vermelha ¢ solta (v,,=0) ¢ a amarela tem
velocidade inicial horizontal v,

Em qualquer instante elas estao sempre
na mesma posic¢ao vertical!
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1. Aceleracao constante FOIFGW
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Um caso particular: movimento sob aceleracao da gravidade

Problema do Projétil: Sistema 2D separavel em 2 x 1D

y (m)

F128 — 20 Semestre de 2012
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N QX
1. Aceleracao constante $HOIFGW
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Um caso particular: movimento sob aceleracao da gravidade
Movimento de Projeteis em esportes:

http://science360.gov/obj/tkn-video/f04949b6-fbf9-4f0a-87b9-91780f9c0951

http://science360.gov/obj/tkn-video/fc729ef0-22ee-4f61-bb2a-b6c07685fb02
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1. Aceleracao constante HOIFGW
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Um caso particular: movimento sob aceleracao da gravidade

Objeto langado com velocidade v (v, #0, v, #0) formando um &ngulo 6,
com a horizontal.

V.=V, =V, 086, = constante 4

~ u(t)
—_ — U(t) .L»
vy _VOy _gt—vo Seneo _gt y /t : Ve Tﬁtéria 81
Y ()
Tempo para atingir altura maxima / Vs o, N(ﬂ
(quando v, = 0):
;o Vo, _ V,S€ng, vyil  Jvi R
h B B .
g g UZCZ x
: (o)
Altura maxima # : ) -
1 , (vosenHO) vil \so

h=v.sen@,t, — ot, =
0 oln 2gh 2g

Note que 0 movimento € simétrico: o corpo leva um tempo 7, para subir € o
mesmo tempo 7, para voltar ao mesmo nivel.
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1. Aceleracao constante U IFGW

Um caso particular: movimento sob aceleracao da gravidade

Alcance: distancia horizontal percorrida at€ o objeto voltar a altura
inicial : R = x(2¢,) -

R=v, 2t, =v,cos6,

2
V

R=—-sen26,
g

[ 2v,senf,
g

Para um dado modulo da velocidade ™
inicial, o alcance sera maximo para

20 =1/2 = 0§, =45"°
Entao: V2
R =—

max

100

50

oQ
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1. Aceleracao constante HOIFGW
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Exemplo: Bola sa1 do penhasco com v = 10 m/s na horizontal.
a) descreva o movimento, ou seja, ache v (1), v (1), x(?) e y(2).

As componentes da velocidade sdo:
v. = 10m/s
v, =(-9,8 1) m/s

10~

As componentes do vetor posi¢ao sao:
x=10¢tm
Y = (_499 t2) m
b) ache os angulos @ e G'de re v
com a horizontal em 71 =1,0 s

F=(10¢{-4,97 j)m v=(10i 9,81 j)m/s

"
tg6=>=—049 106/ =—2=—0,98
X 1%

X
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2. Movimento circular uniforme FCIFGw

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Este movimento tem velocidade de modulo constante,
porém sua direcao muda continuamente.

Exemplos:

Movimento de satélites artificiais;

Pontos de um disco de vitrola;

Pontos de um disco rigido de computador;
Ponteiros de um relogio;

Nos, girando com o movimento da Terra.

Rolation
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2. Movimento circular uniforme € IFGW
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ica Gleb Wataghin

Para descrever o MCU usamos as coordenadas polares R ¢ 6.
O arco sobre a trajetoria que subentende um angulo 6 ¢: s = RO.

A posi¢ao angular 8 ¢ uma funcao do tempo, 6(¢) . O arco descrito

em dt ¢ dado por ds = R d6. Entao: y
ds do R,
=Vv=R— (v: velocidade tangencial) o \
dt dt ; :;\Hda .
Definimos assim a velocidade angular @ : v
do
w=—Entdo: |V=OR
dt
do . . .
Se wzgzcte . |0=6,+wt| (Movimento circular uniforme)

Frequéncia e periodo: | f

F128 —20 Semestre de 2012
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2. Movimento circular uniforme HCIFGW

y
Da figura: e) >
Ar  Av + At)

x r \%

@l

(Triangulos
Semelhantes)

Aceleracdo média: P el

No limite Ar=> 0:

Av
= lim —
At—0 At

F128 — 20 Semestre de 2012

(aceleracao
instantanea)
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2. Movimento circular uniforme FCIFGw
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Aqui também podemos usar um
vetor unitario: (note que este vetor
varia com o movimento)

.
V- — —
r

A aceleracio fica:

[

2
VoA
r ~ . ~ ° ~
7 (a aceleragao tem a direcdo do vetor posicao €

Ou: aponta para o centro da circunferéncia. Esta ¢

~ 2 - a aceleracao centripeta).
a=—w'r ; peta)
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Institu

2. Movimento circular uniforme HCIFGW

Exemplo: Um p1ao roda uniformemente com frequéncia
de 16 Hz. Qual ¢ a aceleracao centripeta de um ponto na
superficie dopiaoem » =3 cm ?

A velocidade angular é€:

w=27 f

= @=2rrad (16Hz) =101 rad/s

Dai a aceleragio fica:  a = @'r =306m/s



3. Movimento circular acelerado ¢

\‘.?:.'-'
FOIFGW
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Consideremos agora o caso em que a velocidade angular nao € constante.

Entao,

ds =y(t) = R@
dt dt

€ 0 modulo da velocidade que também varia
no tempo e a velocidade angular € dada por

d¢

Y

ds

d¢

a(t) = — #const.
dt

Como o moédulo da velocidade também varia
ha uma componente tangencial da aceleracao
dada por

dv(t) _ pdor()
dt dt

= Ra(t)

Q@

%

N

S\ +do x
¢

onde 0((t) € a aceleragao angular



3. Movimento circular acelerado

L A
‘. Qe
Qs°".
[ L1
o : k
L]
® stituto de Fisica Gleb Wataghin

In

Aceleracao total € a soma de uma componente tangencial e

uma normal
. dv(t) _ .
a(t) = =d, () +a,(t)
dt
ou ainda
V2
a(t)=oRv +(—}A
%,—J R
dr (1) NS
dy (1)

a(t)=1/ay (6)+a; (1)

28 — 20 Semestre de 2012
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Q/o

/7

N
SN\ e +do x

¢




: : R
3. Movimento circular acelerado FCiFaw
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Componentes tangencial e

Componentes cartesianas .
perpendicular

Y Y
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4. Movimento Helicoidal

\.?.'.'-'
HOIFGW
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E um movimento tridimensional que pode ser visto como a
composi¢cao de um MCU no plano (x,y) com um movimento uniforme

na direcao z.

O vetor posi¢ao de uma particula com este movimento sera:

?(t):Rcos(wt)f+Rsen(a)t)}'+th1€,
com R, wev,_constantes. A velocidade sera: (”
V(t)=—Rwsen(wt)i + Raocos(or) j+v._k ot
E a aceleragao sera: -

a(t)=—R @’ cos(at)i —Rw* sen(ar)




4. Movimento Helicoidal

No plano xy a particula tem as coordenadas:

x(t)=Rcos(wt)
y(t)=Rsen(wr),
2z

que caracterizam um MCU de periodo 7' = —
0,

e tem a velocidade: Vv, (1) =R .

y
a,(t)=—"=w'R
r

i (1) =-a'7,(t)

¢ a aceleracao:

Vetorialmente:

Em um periodo 7"do movimento no plano xy, a

particula percorre uma distancia /2 no €ixo z.

heyv T=271 = (passo da hélice no
) 0, movimento helicoidal)

F128 —20 Semestre de 2012
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Movimento Relativo em 2D e 3D ..s CIFGW
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Problema:

Conhecido o movimento de uma particula P em um dado sistema de
coordenadas (referencial) B, que se move em relacdo a outro referencial A,
como descrever o movimento da particula neste outro referencial (A4)?

P . : ...
7, Posicao relativa: Vo =Vop+ 75,

A“ BA

|

PB que ¢ fun¢do do tempo:

FPA(t):?PB(t)_l_FBA(t)

r > : 1 :
B4 > A velocidade relativa é:

/ dFyy _dFyy,  dFy, v,
dt  dt  dt
U

Ve =Vpp TV

v
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Movimento relativo em 2D e 3D "sUFGW
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Aceleracio relativa: dp,
Ay _dVyy dVy, i
di dr | di ‘_ “
U A B

Ap,=Apptdp,

v

Apy ;
Em referenciais inerciais (0s que se movem \

um em rela¢do ao outro em translacao

v

retilinea e uniforme):
a,,=0

Apy=dpp

(a aceleracao ¢ a mesma quando medida
em dois referenciais inerciais).
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Movimento relativo em 2D HOIFGWV

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Exemplo: Um barco com velocidade de 10 km/h em relagao ao rio
tenta 1r de uma margem a outra, conforme a figura. A velocidade da
agua em relacao a Terra ¢ de 5 km/h. Qual deve ser a velocidade do
barco em relagao a Terra para que ele cruze o rio perpendicularmente
as margens?’

:J P

Por causa do movimento relativo, o barco deve seguir uma | P
trajetoria noroeste. O modulo da velocidade deve ser:

Vgr =4V —v2, =4/10°=5% = v, =8 7km/h

A direcao pode ser dada pelo angulo em relacao a vertical:

O=arc te L = arc fo —— 2 =30"

Var ’




