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Sistema de 2 particulas: centro de massa :#CIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

- Considere duas particulas de massas m, e m, em uma
dimensao:

d’x,
— (ext)
F1(ext) —p — Fz(ext) m dt2 —Flz Fl
4 > 4
d’x,
_ (ext)
m, 0 =F,,+F,

Aqui, distinguimos forgas internas (F,, e F,,) de forgas
externas (F,(&0) e F,&),

Somando-se as equacoes termo a termo:

Iy 5 p p e e
m i r1, ar’ =Ly, T 2
dzx dzx ex ex ex I f—
=, S m, —2=F O+ =Y e (pois Fyp= - Fy)

dt dt’
ZF(ext)’ _
é a forca externa resultante. As forcas internas se cancelam.
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Sistema de 2 particulas: centro de massa FOIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

d’x, d’x, d* (m,x,+m,x, )
4 — (ext) 11 242 ) (ext)
> ™5 _ZF = 2 _ZF
dt dt dt
_ X, +myx,

S 5 . (ext) _
Definimos: |x., = Entdo: ) F'“'=M y
m, +m, /

m

2
d Xew _
— M

Ma,,

onde M=m +m, € a massa total do sistema.

O sistema se comporta como se toda massa estivesse concentrada
no ponto x, (centro de massa) e a for¢a externa agisse sobre ele..
F XcMm

F
LGNV Spe
>
M@

2
Y Fle=M 4 xey (22 Lei de Newton para um sistema de 2 particulas)

dt’ - e
ext) __ CM _ .
Em particular, se ZF =0= PC] —cle.
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Calculo do centro de massa L IFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
_mx; +m,x,
Xey =
m, +m,
Exemplos:
X X
X, +Xx 1 2
@ym=m,=x,="—>= @ | e—,
Xcm
Xy
(b)ml >> My = Xy, = X, T x

Xcm
(C) Em geral, o centro de massa é um ponto intermediario entre x, e x,:

X; < Xpgy <X,

2/3 , 1/3 R X X
e | . - X,y = mXx0+2mXxL 2 ‘7
m Xem 2m 3m 3

=0 x=L
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Q1: CM sistema Terra-Sol #OIFGW

A quantos quilometros do centro do Sol encontra-se 0 CM
do sistema Terra-Sol?
Dados: M ,=2x%10°° kg, M

= 6x10%* kg, d=1.5x10%km

Terra
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Generalizagao para N particulas: FOIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

N
2 (ext)
1725 _/4+ R A

de ——/
N (ext)
mN 7 V1 % R F

Somando-se as equagoes, as forcas internas se cancelam aos pares:

d’x, d’x, d’x,
+m, + -ty

=m, 5
dt’ dt dt’

_F(ext) +F(ext)_|_ +F(ext) ZF(ext)

N

_myx +myx, +etmyx, 1

Xy = = mX;
m +m, +--+m,

EF(e:xt) d* (m,x,+m,x,+ - ~+m,x, ) EF(ext)szszM

= —
dt’ dt’
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Generalizacao para 3 dimensoes: #COIFGW
X = mx, myx, £ myxy imixi
m,+m,+---+m, M 3
+ +oeet 1 & ~ l & -
Vey = WA T L) Py - Y my, t|l=rae=— mr
m,+m,+-+m, M 3 M 5
Z = Mz, +myzy +otmyzy 1 ZN:miZi
m,+m,+---+m, M 3

(esta ¢ a 2" le1 de Newton para um sistema de

z Flen_rrz particulas: o sistema responde a resultante das
cM
forcas externas como se a massa total M

estivesse toda concentrada no centro de massa)
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2a Le1 de Newton para um sistema de particulas: '.'° CIFGwW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

,"(A;Q

O movimento dos sistemas acima ¢ muito complicado, mas o
centro de massa descreve uma pardbola, como uma particula.
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2 Le1 de Newton para um sistema de particulas: '.' CIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

O movimento dos sistemas acima ¢ muito complicado, mas o centro de
massa (meio do taco) descreve uma pardabola, como uma particula.




2% Le1 de Newton para um sistema de particulas: '.' CIFGwW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

O movimento dos sistemas acima ¢ muito complicado,
mas o centro de massa (meio do taco) descreve uma
pardbola, como uma particula.




Exemplo: sistema de 3 particulas #CIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Calcule a posicao do centro de massa do sistema abaixo.

Y(m) mlzlkg xlz()m ylzom

| m2=2kg XZZOm y2:3m

4—- m3=4kg X3:4m y3:()m
392 kg

1 0x1+0x2+4x4

) Xem — m=2,3m
14 M 1+2+4

T 4k ~0x1+3x2+0x4

Oe v .g} Yem — 1T2+4 m=0,9m
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Centro de massa de corpos continuos uniformes 3 CIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Se um corpo consiste de uma distribuigdo continua de massa, podemos dividi-
lo em porgoes infinitesimais de massa dm € a soma transforma-se numa integral:

1 1 1 1
Xy :HZmlxi %H‘[xdm Ve %M"‘ydm Zeny ﬁﬁj‘zdm
i=1

A massa infinitesimal dm pode pertencer a um fio, uma superficie ou um volume:

Adl (1 : densidade linear de massa

odd dm =40 : densidade superficial de massa

pdV O : densidade volumétrica de massa

Se o corpo (volume) tiver densidade uniforme: dm =pd Vzﬂ dVv.

Xy :%de Voo Yewu :%J yvdV: — z., :%sz |4

Normalmente, nao precisamos calcular estas integrais triplas!
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Centro de massa e simetrias FOIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Se um corpo possui um ponto, uma linha ou um plano de simetria, o
CM

situa-se nesse ponto, linha ou plano.
&:ntro cﬁ: simetria p

_. Linhas de simetria

relacdo ao ponto, linha ou plano. (confira isso para os
elementos de simetria das figuras desta pagina)

/
» Note que para que um ponto, linha ou plano seja de - '/7' """ i
simetria, € preciso que, para cada elemento de massa, : X
exista um outro elemento igual na posi¢do simétricaem || _____ . ,’:
: |
|
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Posicdo do Centro de Massa HOIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Nota: o centro de massa de um corpo nao € necessariamente um ponto do corpo!

Exemplos: donut, ferradura, corpo humano.

CM de um atleta de salto em altura pode passar abaixo do sarrafo!



Exercicio 0 IFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Um disco metalico de raio 2R tem um orificio de raio R, como mostra a fi-
gura. Localize as coordenadas do centro de massa do disco, sabendo-se que
sua massa esta uniformemente distribuida com densidade superficial O.

O disco com orificio pode ser pensado como
uma superposicao de dois discos: um com massa

M=o7r(2R) e outro com massa m =—o7x R’

Entdo, tomando como origem o centro do disco
de raio 2R:

M+m orx 2R’ -orR*> 3

_ M.O+m(-R) on R’ R

Xem

Obviamente, por simetria, Yy, = 0.

F128 — 1° Semestre de 2012 15



) g
Momento linear HOIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

O momento linear (ou quantidade de movimento) de uma particula
¢ uma quantidade vetorial definida como: p=myv .
: : — dv d
A 2?2 le1 de Newton pode ser escrita como:  F=m ” = df

O momento linear de um sistema de /N particulas € a soma
vetorial dos momentos lineares individuais:

P=p, +P,+... 4Py =m,V,+ - +m, v,

Derivando em relagdo ao tempo a expressﬁo do centro de massa:
1 N
Ve =—Zmirl. — 2 P=Mv_,,
M5

Derivando novamente ¢ usando a 2a le1 de Newton para um sistema de
particulas: dP

dt

Ma,=) F =

F128 — 1° Semestre de 2012 16
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Conservacdo de momento linear HCOIFGW

Uma conseqiiéncia imediata da 22 lei1 de Newton para um sistema
de particulas ¢ a conservacao do momento linear total do sistema

na auséncia de forcas externas:
—(ext) — = —»
Z F =0 = P=cte.

Assim como no caso da conservagao da energia mecanica, essa lei
pode ser muito util para resolver problemas, sem ter que lidar com a

dinamica detalhada do sistema.

Note que a unica condi¢do para a conservagao do momento
linear total € a auséncia de forcas externas. Nao ha nenhuma

restricao quanto a presenca de forcas dissipativas, desde que elas
sejam 1nternas. Por outro lado, forcas internas ndo podem mudar o
momento linear total do sistema!
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Q2: Barco a ventilador HOIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Um fisico tenta impulsionar um barco a vela ligando um ventilador a
pilha direcionado a vela do barco (o fisico esta dentro do barco).
Assinale a alternativa correta

+ A. O sistema ndo funcionara, pois todas as forcas sdo internas,
e portanto ac~0.

X3 O sistema funcionara (porém com baixa eficiéncia) devido
ao consumo de energia quimica do ventilador, que por
conservagao de energia se converte em energia cinética do
barco.

[Default]
[MC Any]
[MC All]
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Fisica Nuclear :--chGw

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Nesta figura, um neutrino (v) colide com um préton (p) estacionario. O neutrino se
transforma num muon (p-) e ha a criagdo de um pion (n+). O neutrino, por ser
neutro, ndo deixa rastro na camara de bolhas. Observe que ndo haveria conservagao
de momento linear, se ndo houvesse uma particula neutra colidindo pela direita.
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Exemplo: v, = constante

ol::
HOIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

m =80 kg m =60 kg

T
CM

Dois patinadores no gelo (sem atrito
com o chdo) encontram-se inicialmente
a uma distancia de 12 m. Eles puxam as
extremidades de uma corda até se
encontrarem. Em que ponto eles se
encontram? O resultado depende das
forcas exercidas por eles?

S6 ha forcas internas ao sistema > o centro de massa tem

velocidade constante.

~ Ox80+12x60
80+ 60

Xcus m=5lm=

F128 — 1° Semestre de 2012

Os patinadores se encontrardo a 5,1 m
da posicao inicial do patinador da
esquerda. Nao importam as forcas
exercidas por eles (internas).

20
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Momento de um sistema de particulas no Ry, #OIFGW

® Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Se v\~ constante, um referencial amarrado ao centro de massa (CM) € um
referencial inercial, chamado referencial do centro de massa (R.,). Ele tem
interesse fisico, pois dado um sistema de particulas, ele esta naturalmente
definido, ndo dependendo da escolha que se faga para o referencial.

~ 1 - - N _
Vimos: Veu :HZmi v, = Zm v.=P=Mv_,
i=l1 i=l1

—

Como V., =0noRq, = P=0noRy,

Ou seja, no R, 0 momento total de um sistema de particulas € nulo, quer
o sistema seja isolado ou nao.

Vantagem: o R, € o referencial de menor energia cinética do sistema. De
fato, para um sistema de duas particulas:

vi=Vi+tve, 5 =V, 4+ve,,

onde V/, e V, sdo as velocidades das particulas 1 € 2 em relagdo ao CM.
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Momento de um sistema de particulas no Ry $HOIFGWV

® Instituto de Fisica Gleb Wataghin

E claro que:
mV,+m,V,=0

Entdo, considerando a energia cinética:

1 » 1 2
K:5m1"1 +5m2v2 =

1 1
= Eml (Vi +vey ) + Emz (Vy+vey)'=

:%ml V12 +%m2 V22+ %(ml +m, ) VCM2 +(m YV, +m,V,)ve,,

N~ — N - N 7
~—

(K)rem Koy =0

O primeiro termo € a energia cinética do sistema no referencial do CM e o
segundo ¢ a energia associada ao movimento do CM. No referencial do CM, esta
parcela € nula.
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Exemplo HOIFGY

Um canhdo de massa M = 100 kg dispara uma bala de massa m = 1,0 kg com
velocidade de 300 m/s em relagdo ao canhdo. Imediatamente apos o disparo, quais

sao a velocidade da bala e do recuo do canhao?

M (g e, » Tanto inicialmente como imediatamente apos a
e e,
explosao, o momento linear total do sistema ¢ nulo,
@ @ ' pois as forcas que atuam durante a explosao sao
todas forcas internas.
MV, =my,
Os modulos das velocidades estdo assim relacionados:
= V., =V, tV,
vrel
» Note que Vv, ,=v,—V, v, v,

A 4

&
<

Vo=—""_y =297m/s

Resolvendo o sistema de equagdes, encontramos: < ° 4+
v,=v,,—V,=297 m/s

O movimento de recuo do canhao sugere um método de propulsao!
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Trabalho das forcas externas e internas #CIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Vimos que as forgas internas nao contribuem para a variacdo do momento
total de um sistema de particulas. E contribuem para a energia?

Para a particula i : (AK)FJFW"' ds. + J.]?im- ds,

Para o sistema todo, a varia¢ao da energia cinética ¢ a soma do trabalho total
das forcas externas e do trabalho total das forcas internas. O trabalho total das
forcas internas pode ndo ser nulo. Exemplos:

a) Patinadora

Considere a situacdo ao lado, em que uma patinadora
empurra um corrimio (com uma forca F ) e adquire
energia cinética no processo. Nessa situacao, a forca F
acelera o CM da patinadora, mas nao realiza trabalho.
@ A patinadora gasta energia (muscular), que se

4 transforma em energia cinética. Ha apenas transferéncia
l ‘.&‘f de energia entre partes internas do sistema.
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Trabalho das forcas externas e internas #CIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

b) Propulsio de um carro: a forca externa F que acelera o CM do carro ¢é a
soma das quatro forcas de atrito estatico (s6 duas mostradas). Porém, ela nao
transfere energia cinética para o carro, pois ndo realiza trabalho; o aumento da
energia cinética se deve a transferéncia de energia interna armazenada no
combustivel.

Durante a freada de um carro sem derrapar, o atrito com o solo ¢ também
estatico, portanto nao realiza trabalho. E o trabalho do atrito interno (rodas-freio
9
que “dissipa” a energia cinética do veiculo. No entanto:

Fatr:MaCM
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Q3: Forcas Internas FOIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Qual a unica alternativa verdadeira, na auséncia de forcas
externas:

+ A. Forgas internas podem mudar a energia cinética do
sistema, mesmo sem realizar trabalho. Momento linear ¢
sempre conservado.

Xg Forcas internas podem mudar a energia cinética do
sistema, mas neste caso 0 momento linear nao se
conserva, pois trabalho fo1 realizado.

X Forcas internas nunca mudam a energia cinetica do
sistema. O momento linear ¢ sempre conservado.
[Default]

[MC Any]
[MC All]
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Sistemas de massa variavel (propulsao de 'ék IEGW
fO guetes, etc) o’ instituto de Fisica Gleb Wataghin
Um foguete com velocidade instantanea v e massa instantanea M ejeta produtos de
exaustdo com massa dM e velocidade U.

Depois de um tempo dt, o foguete tem massa M-dM e velocidade v+dv.

Todas as velocidades sao medidas no referencial inercial da Terra.

Antes Depois

_— System boundary ~ System boundary

' M % dM M— dM e
——t e C——

[
»

X
Como o sistema (foguete + produtos de exaustdo) ¢ fechado e isolado,

aplicamos a conservagdo do momento linear: £, =Pf
Antes: EP=Mv
Depois: P, = (M —-—dM) (v+dv) +dMU

= Mdv = (v+dv=U) dM ()
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Propulsao de foguetes FOIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Introduzindo a velocidade V., dos produtos de exaustio em relagio ao foguete
(¢ essa quantidade que € controlada, pois esta ligada ao processo de combustao):

—_ _ - . —_ —_ N -
Viee = u (V * dV) em termos dos médulos 7 U= Vyel + (V‘l‘ dV)
v+dv
~ ~ (€claro que a velocidade relativa v, , aponta
U e Vel na direcdo de x negativo, dai o sinal)

Entao, reescrevendo (1):

Mdv = dM V.. |(Equacdo fundamental da propulsio de foguetes)

Compare com o resultado anterior do canhdo (V,=dv ; m = dM):

m
Vy=——v >MV, =mv_,

m+M T M
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Propulsao de foguetes #HOIFGW
Mdv = dM v, ==> Mﬂ: vreldﬂ =Rv_,,
dt dt
onde aZTM = R ¢ a taxa de consumo de massa de combustivel
5

Reescrevendo: Rv,,, = Ma , donde se nota que o empuxo Rv,, tem o mesmo efeito

de uma forca resultante!

rel

Entretanto, mesmo que Rv,, seja constante o movimento do foguete nao ¢
uniformemente acelerado, pois a massa ¢ variavel:

dM dM M.
dv=v — = Jdv = v, = |v,—v, =Av=v_, In ’
M M

rel
M; f

onde corrigiu-se o sinal de dM para considerarmos a variacao de massa do
foguete, e ndo do combustivel ejetado.
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~ G¢,

Propulsao de foguetes: HOUIFGW
W MO=MARE =)= v, | M

15

1.0 r

v/vrel

A curva v(t) nao € linear por
causa da perda de massa.
05

0.0

0 5I0 t( )160 150
S
Para alguns combustiveis:
* Querosene e oxigénio liquido (programa Apolo): v,,, »> 10.000 km/h
* Hidrogénio liquido e oxigénio liquido (6nibus espacial): v,,, »> 11.500 km/h
* Valores no vacuo: 10-20% maiores
 Consideracgdes de estabilidade limitam M/M;>10 b Dv > 2,3 v,,,<30.000 km/h
* Mas, v » 40.000 km/h MM p O que fazer??

7 T eSscape
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Foguetes multi-estagios: FOIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

» Ao final de um estagio de aceleragcao, descarta-se
a carcaca do estagio anterior (tanques de
combustiveis, motores...)

Por que isso é vantajoso?

rel
1

" . M
Primeiro estagio: M, > M, = Av,=v _,In VO)

Segundo estagio: descarte de massa o

rel M2 _5
Aceleracao total com descarte da carcaca:

Av, =Av,+Av,=v ln[MO M, _5]

M —-0->M,-6=Av,=v ln[Ml_g)

“\ M, M, -6
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Foguetes multi-estagios FOIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Aceleracgao total com descarte da carcaca:

Av, =Av,+Av,=v_ In M, M,-o
M, M,—5

Aceleracao total sem descarte da carcaca:

M M
Av, =Av, +Av, =v In — M, =y In —>
M, M, M,

M1 M1 -
Comparando: — > 1=
(mostre isso!) M2 M2 —

5 M,
>
5 M

= AVa’esc > AVsem

2

» Quanto maior a carcaca d descartada maior o ganho no descarte!



e
Dados do sistema Saturno V-Apolo (viagens a Lua) "‘L IFGQW

O M.=2,734 X

!

Massa, Kg Massa de Massa Tempo de Empuxo
Componente combustivel total ignicao Fungdo
(vazio) (Kg) (Kg) (s) (Kgh
17 estigio 140.000 2.000.000 2.140.000 140 3.400.000 De 0 até
(querosene 8.000 Km/h
+ O, liquido) a 65 Km
de altitude
27 estagio 36.000 420.000 456,000 370 450.000 De 8.000
(H; liquido a 24.000
’ + 0, liquido) Km/h a
vacuo 180 Km de
altitude
37 estagio 10.000 105.000 115.000 475 90.000 Injecdo em
a (H, liquido orbita lunar
vacuo + 0, liquido) a40.000
Km/h.
Apolo 12.000 11.000 23.000 10.000 Missoes
(mdédulo lu- (combustiveis lunares;
nar, modulo liquidos retorno
de comando e solidos) aTerra
e modulo de
servico)

M. * Quer. e O, v »9.720 km/h
EMpuxo =—=5v. .1 e 0,: v, »11.520 km/h

ign

(M. ] e VVacuo: 10-20% maiores
/

Av=v_, In

rel

® Instituto de Fisica Gleb Wataghin

2.734.000
Av, =In
734.000
~12.800 km/h

E, =3,9%10° kgf

Av, =1,2x1n 994000 4} 550 kmih
174.000

~17.000 km/h
E, = 4,4x10° kgf

Av, =1,2XIn 138.000 1.520 km/h
33.000

~20.000 km/h
E, ~86,4x10° kgf

j9.720 km/h



