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Momento Angular HOIFGW
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Como vimos anteriormente, as variaveis angulares de um corpo rigido girando em
torno de um eixo fixo Z tém sempre correspondentes lineares:

TF;, oaea e I &m

Vamos definir mais uma grandeza angular que nos sera extremamente util: o
momento angular!

Ampliaremos a definicao de torque para aplica-la a uma N

particula, que se move em uma trajetoria qualquer, em relacéo a z 7
um ponto fixo (em vezde umeixo). [T T
O torque da forca ]5 que age sobre a particula, r
em relagcdo ao ponto O é definido como: Q= ;

=

T =rxF
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Momento Angular 20 IFaw
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Definicdo: 0 momento angularf de uma particula de momentop
em relacao ao ponto O é:

{=rXp
(Note que a particula ngo precisa estar girando em torno de O para ter momento
angular em relacao a este ponto).

Derivando em relagao ao tempo:

di d dr . _ dp ;

=—(FXp)=—Xp+rxX— - .
dt dt dt_ dt | F=r<p
Por outro lado: f :di N 5

res Cl’t / r Hh‘;\{_:x/{,']}_
i - '
Ent3o: —:erreS =T
dt
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Conservacgdo do momento angular #CIFav
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Como para qualquer massa puntiforme
em movimento

_ d/l
T = —"

res
dt
podemos imediatamente dizer que se

— ~ - > S~ r /
T..=0 = [l=constante

&

N

V' e p mantém-se num plano (perpendicular a { ) durante o
movimento quando o torque € nulo.
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Exemplo 1

Calcular o momento e o torque do pinguim em
relacio ao ponto Q

O momento ¢ dado por:

{=rXp
Mas o0 momento do pinguim em fung¢ao do tempo ¢
dado por:

p(t) = mv(t) = mgt

Assim:
[(t) = Dmgt

—

Como: d f

—— =7 ,entaot1=Dmg.
res

dt

(Verifique que este € o torque calculado quando leva-se em
consideragao a for¢a peso no calculo direto do torque.)
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Momento Angular

O momento angular da particula da
figura ao lado € um vetor perpendicular ao
plano do movimento e o seu moddulo vale

l=rp.,=r,p

Se a forga sobre a particula € nula ela
segue uma trajetoria retilinea e

=0=/l=r,p= constante
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Momento Angular

R
FOIFGW
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Forcas Centrais

H4, entretanto, outros casos onde o momento angular se conserva mesmo na
presenca de forcas nao nulas. Um exemplo é o de forcas centrais, que sao forcas

da forma

F(F)=f(r)F

Neste caso:

e se
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Exemplo 2 HOIFGW

Dados R e v, pede-se:

a) v, em fungédo do raio r, e ——— -~V

b) o trabalho da forca F. ( O R 4

Como a forca ¢ central, o momento
angular em relagdo a O se conserva:

Rv.
My,R=my r b y =

r
O trabalho da forca ¢ dado por
Fr B 2]

=S | 1 1 R

J‘F(r)-a’rz—mvfz——mvizz—nfzvl.2 — | -1
) 2 2 2 r
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Exemplo 3 FCOIFGW

Lel das areas

A Forcga gravitacional entre dois corpos,
por exemplo, Sol e Terra € dada por:

F(7)=— 4

Como a forga gravitacional € central, 0 momento angular da Terra se conserva
(Sol estatico, centro de atracao gravitacional para a Terra)

7=0 = /= const.

—

* 0 movimento se da num plano normal a é
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Exemplo 3

Lei das areas

Area do triangulo colorido:

dZ:lfxdF
2

( ‘d?l‘ = metade da area do paralelogramo)

—

dA 1 __ di 7

= FXm—=
dt 2m dt 2m
dA| ¢
—| =——=constante
di| 2m

==) 2°Leide Kepler:“O raio vetor que liga um planeta ao Sol descreve areas
iguais em tempos iguais”.
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Q2: Movimento circular vs Forca central O IFGW
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Existe algum movimento com trajetoria circular € o
momento angular ndo constante ?

Y A. Sim
X 5 Nio

F128 —20 Semestre de 2012 11



¥
FHOIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Momento angular de um sistema de particulas

O momento angular de um sistema de

particulas ¢ dado por: R
z
T—_\N'7 —\N'7vwr — N Dy =myVy D, =m,V,
L_Zfi _Zri Xpi_zmirixvi .| =t
: i i v | 12 \
Lembrando que a posi¢cao do CM ¢ R e CM
sz 0) ~ > y ~
- - - = mv
R=-1— ,podemos escrever: 3
Sm A
X

l
Y miE=0 = Y mi/=» p/=0
[ [ i

Como 7 =7, + Rsegue que ¥, =v,+V ,onde V é a velocidade do CM:
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Momento angular de um sistema de particulas L IFGQW
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qumi( P+ R)X(V/+V)= Zm (F'XV))+

Rme v, +Zm XV + Zm RxV

%r_/
=0 =0 =M

# l

L=L"+RxP

Ou seja, o momento angular de um sistema de particulas € a soma do momento
angular em relacao ao CM com o momento angular do CM. Note que o momento
linear interno de um sistema de particulas se anula.
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Momento angular de um sistema de particulas o L IFGW
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Lei fundamental da dindmica das rotacoes

A variagao do momento angular total de um sistema de particulas é:

dL_ dp, N =B
tzdtrxn 2{7/ [ THEX j i t—Z’?XE

Aqui F’ dp (referencial inercial) representa a forca

" dt total sobre a particula i.
Como 2 FXF 2 I”X( i(ext) Z ze]
J#i

podemos trocar j por j e reescrever:
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Momento angular de um sistema de particulas o k IFGW
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ZFXF er ety T ZZ [(7 X lw)+(r>< JH)]

l;t] I#]
Usando a 32 Lei de Newton F. ;= F. . temos
dL
__er l(ext) +— 22 (7' I")X ze])

z;t] I%£]
7’-(exz‘)
Como o produto vetorial do segundo termo € nulo (ver figura)

= G
L
E _ T(ext)

Y
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Energia cinética de um sistema de particulas '“' CIFGW
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Como vimos anteriormente:

myv,=p p;,=
I i 1
— -/ -
v.=v.+V e K= —m.v?
2 l l

K :Z%mi (\71.'+I7)- (\71.'+I7) =Z%ml.v; genzs Z_%E'+Z%mi V2
1 _

1 1 Ou seja, a energia cinética de um sistema de
K = —m.v.'z +_— MV? particulas € a soma da energia cinetica do
=2 ' 2 sistema em relagdo ao CM com a energia

cinética do CM.
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Rotacdo em torno de um eixo fixo #OIFGW
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Vamos agora estudar o movimento de rotagao de
um corpo rigido em torno de um eixo fixo. Como
podemos decompor o vetor posicao de qualquer ponto

do corpo rigido como O - BTy
— — f: Y )
=P, +Z. , temos:
- Z,
{,=rXp.=p; ><pl+z Xpl T
VE Ty A -
(Z)Z p Xp ....... P
(Z)
XD;

( com o torque definido em relagao ao eixo de rotacao).
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Rotacdo em torno de um eixo fixo H#OIFGW
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Como p;=m;y,=m, WxXp,’

o
""""""""" =mV,
temos: f(Z)Z P. XD, m,O Wz | ,51 p,=my,
(2) — 2 R
ou ﬁi =m.p. @ z /
( ) ( ) — )/>
L :2&' :Zmipi w=I1w
i l- A
b

Note a analogia:

[Y=lw < p=mv
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Rotacao em torno de um eixo fixo

"LIFGW
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(2)
Temos também: Ti(Z) — at, oo 3 ~
da 7 BN ¢
T
dl(Z) i /.
) = ET(Z) _ z _ 7
dt
d (Zl(z) ) ................ j>
~ dr” dw
dt dt dt f
Mas, pela Lei fundamental da dinamica das rotagdes:
dl R dI?
—Z’"X ey~ Fery = | TV=72 =" =]«
(ext) dt
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Rotacdo em torno de um eixo fixo L IFGW
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Tabela de analogias

Rotacao em torno Movimento de

de um eixo fixo translacao
energia cinética K, —lla) K :lmvz
equilibrio Zr > F=0
22 lei de Newton Zlea Zﬁ’:mc_i
22 lei de Newton 2 (79 :d—L ZF:@
momento L IC() ﬁ:m\_}
conservagao L _ L : b= ﬁf

poténcia P=tw P=Fv
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Exemplo FOIFQW
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Um projétil de massa m move-se para a direita com velocidade v,. Ele bate e gruda na
extremidade de uma haste de massa M e comprimento d que estd montada num eixo sem
atrito que passa por seu centro.

a) calcule a velocidade angular do sistema imediatamente apds a colisdo;
b) determine a porcentagem de energia mecanica perdida por causa da colisdo

l__.: ees—— —— — pup—
m e Y w

Ole d Ole

(a) (b)

Y

Figure P11.54
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