
Física Geral I - F -128  

2º semestre, 2012 

Aula 14 
Conservação do Momento 

Angular; Rolamento 
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Cinemática de Rotação 
Variáveis Rotacionais 
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Cinemática de Rotação 
Relação com as variáveis lineares 

•  Posição: θrs=

•  Velocidade: rv  ×=ω
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•  Aceleração: 
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Tabela de analogias  
Rotação em torno  
  de um eixo fixo 

Movimento de  
   translação 

energia cinética 

equilíbrio 

2a  lei de Newton 

2a  lei de Newton 

momento 

conservação 

potência 

2

2
1 ωIKR= 2

2
1 vmK =

ατ  I=∑ ∑ = amF 
0
=∑τ ∑ =0


F

dt
Ld

ext


 =∑ )(τ ∑ =

dt
pdF


ωIL = vmp =

fi pp  =

vFP=ωτ=P
fi LL


=

Rotação em torno de um eixo fixo 
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Momento Angular 
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pr 


×=

O momento angular     de uma partícula de momento       
em relação ao ponto O é: 

(Note que a partícula não precisa estar girando em torno 
de O para ter momento angular em relação a este ponto). 




p

 

d
dt

 = d

dt
(r × p) = r ×


F =

τ

Se                     , então o momento angular é constante no tempo! 

Para um sistema de partículas,  
 
Para um corpo rígido em torno de um eixo fixo, 
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Conservação do momento angular 
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No sistema homem – halteres: só há forças internas e, portanto:  

ffii
z IIIL ωωω =⇒== constante)(

iI fω
iω fI

Com a aproximação dos halteres (     <     ) a velocidade angular  
do sistema aumenta. 

fI iI



Conservação do momento angular 
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O mesmo princípio se aplica na patinação artística: 

ffii
z IIIL ωωω =⇒== constante)(

http://www.youtube.com/watch?v=AQLtcEAG9v0 



Exemplo 
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Momento angular inicial do sistema  
roda de bicicleta-menino (+ banco) 

ibicbici ILL ω==
O menino inverte o eixo de rotação  
da roda de bicicleta 

ibic LL −→

2 21,2 kg.m ; 6,8 kg.m e 3,9 rot/sbic tot iI I ω= = =Dados 

     Queremos calcular a velocidade angular 
final     do sistema após o menino inverter o 
eixo de rotação da roda de bicicleta (ver 
figura) 

ω



Exemplo 

F128	
  –	
  2o	
  	
  Semestre	
  de	
  2012	
   9	
  

Conservação do momento angular 
(pois só há forças internas no sistema) 

ibictot II ωω 2=

imen

iimenif

LL
LLLLL

2=⇒

=−⇒=

Momento angular final do sistema:   

imenmenbicf LLLLL −=+=

rot/s4,12 ≅=
tot

ibic

I
I ωω



Conservação do momento angular 

F128	
  –	
  2o	
  	
  Semestre	
  de	
  2012	
   10	
  

      No caso da mergulhadora da figura ao lado o CM segue um 
movimento parabólico. 

      Nenhum torque externo atua sobre ela em relação a um eixo que 
passa pelo CM; então no referencial do CM: 

0=×′=×′=
′ ∑∑ grmFr

dt
Ld

i
ii

i
ii








e o momento angular      da nadadora é constante  
durante o salto. Juntando braços e pernas, ela  
pode aumentar sua velocidade angular em torno  
do eixo que passa pelo CM, às custas da redução 
do momento de inércia em relação a este eixo. 
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Movimento de um corpo rígido 
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      O tipo mais geral de movimento de um CR é uma combinação de 
uma translação com uma rotação.    



Rolamento (sem deslizamento) 
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Ø  O deslocamento do centro de massa e a rotação estão vinculados: 
Ø  s é o deslocamento do centro de massa do objeto 
Ø     é o deslocamento angular do objeto em torno de um eixo que 
passa pelo CM do sistema. 

A velocidade do CM é dada por:  ωθ R
dt
dR

dt
dsvCM ===

CMv

θRs=

R s

θ

θ



Rolamento (sem deslizamento) 
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CMv v Rω= =

Decomposição do rolamento em rotação + translação 
Translação 
     pura 

Rotação 
  pura 

 (acima do centro)
 (abaixo do centro)

v r
v r

ω
ω

=
= −

O ponto de contato está 
sempre em repouso. 

Translação   
+ Rotação 

+ = 

CMv


CMv


CMv
2Rv ω=

Rv ω−=

CMv


0=v CMv


0=v



Rolamento (sem deslizamento) 
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Fotografia de uma roda em rolamento 

      Figura da esquerda:  o rolamento sem deslizamento pode ser descrito como uma 
rotação pura com a mesma velocidade angular     em torno de um  eixo que sempre 
passa pelo ponto P de contacto (eixo instantâneo de rotação).  

ω

De fato: CMP vRRv 222 ===′ ωω

      Figura da direita: os raios de cima estão menos nítidos que os de baixo porque  
estão se movendo mais depressa. 

CMv
2

0=v

CMv




Energia cinética de rolamento 
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     Encarando o rolamento sem deslizamento como uma rotação pura 
em torno do eixo instantâneo: 

2

2
1 ωPIK=

Mas 2RMII CMP += (teorema dos eixos paralelos) 
Então: 

22

222

2
1

2
1

2
1

2
1

CMCM

CM

vMIK

RMIK

+=

+=

ω

ωω

     Isto é, a energia cinética do corpo rígido é a 
soma da energia cinética de rotação em torno do 
CM com a energia cinética associada ao movimento  
de translação do CM. 
 

0=v

CMv
2

CMv
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Exemplo 
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O iô-iô 
r

Mg

T

     Torque externo relativo ao CM quando 
o iô-iô desce: 

αCMITr=
Dinâmica linear (eixo orientado para baixo) 

MaTMg =−
Condição de rolamento: rarv αω =⇒=

2

2

2

1
e

1
Mr
I
gT

I
ra

I
Mr
MgT

CMCM

CM

+
==

+
=



Exemplo 
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Note que se o iô-iô sobe, o torque muda 
de sinal 

Por outro lado, o fio se enrola e a 
condição de rolamento também muda 
de sinal 

Ao final, as equações não mudam! 

r

Mg

TαCMITr=−

rarv αω −=⇒−=

TMgMa
r
aIIrT CMCM
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Exemplo 
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      Podemos ainda resolver o mesmo problema 
usando a conservação de energia: 

zgMIMv CMCM =+ 22

2
1

2
1 ω

A condição de rolamento é 

rvCM ω=

      Sinal (+) para a descida e (–) para a subida.  
              Equação de Torricelli com aceleração constante dada por 

21 CM

ga I
Mρ

=
+

r
Z

Mg

T

za

rM
I
zgv
CM

CM 2
1

2

2

±=
+

±=



Rolamento (sem deslizamento) 
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Mg

Atrito no rolamento Transforma 
energia cinética 
de rotação em  
translação 

Transforma 
energia cinética 
de translação em 
rotação 

Corpo rolando ladeira 
abaixo devido ao próprio 
peso. Roda de um carro girando. 

gM

⊗
ω
τ

gM
aF


τω

aF

⊗
ω
ττω

aF




Exemplo 
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Rolamento sobre um plano inclinado 

0cos =− θMgN
Na direção y: 

Na direção x: 
MaFMgsen a=−θ

Torque relativo ao CM: 
αCMa IRF =

Condição de rolamento sem  
deslizamento:  αRa =
Momento de inércia: 

2MkICM =
k é o raio de giração) ( 

CMv


x

y

CMv


N


θMgsen

gM
θMgcos

aF


CMv
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Temos ainda: 

r
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e t

I
MRI θµθ gtg

2

≡+≤ Ângulo máximo (limiar) para que 
haja rolamento sem deslizamento 

x

y
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Se 

Rolamento sobre um plano inclinado 



Precessão do momento angular 
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O torque da força peso é: 

gMr  ×=τ

      Se a roda tem uma velocidade angular      
    grande, seu eixo gira em torno do eixo z,  
como veremos ( movimento de precessão). 
ω

τ(    é perpendicular ao eixo 

Como             , segue que       é  
dt
Ld


=τ Ld


L


Então o módulo de     não varia, e o  
que muda é apenas a sua direção. 

L


perpendicular a 

e     ao momento angular     da roda.  ∴ L




Precessão do momento angular 
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iL


fL


Ld


Velocidade angular de precessão:   

Temos:                             e da figura:  MgrdtdtdL ==τ
∴== ϕωϕ dILddL

ω
ϕ

I
Mgrdt

L
dLd ==

           Note que este resultado também é válido 
quando o eixo do giroscópio (roda) faz um 
ângulo diferente de zero com a horizontal (ver 
exemplo do pião, a seguir) 

ω
ϕ

I
Mgr

dt
d ==Ω

Roda 



Giroscópio 
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http://www.youtube.com/watch?v=8H98BgRzpOM 



Precessão do momento angular 
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Pião 

Módulo do torque da força peso: 

θτ senMgr=
Lei fundamental da dinâmica das rotações: 

tL Δ=Δ τ


tsenrMgL Δ=Δ θ

∴Δ=Δ=Δ ϕθωϕθ senIsenLL
Da figura temos: 

ω
ϕ

I
Mgr

dt
d =≡Ω

Velocidade angular de precessão: 
ϕθωθ Δ=Δ senItsenMgr

θ

ϕΔ

L


N


τ
gM



Precessão do momento angular 
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      O centro de massa do pião executa 
movimento circular com uma aceleração 
centrípeta 

θsenrac
2Ω=

      A força de atrito pião-piso é a 
responsável por esta aceleração 

θsenrMFa
2Ω=

Como MgFa µ≤

r
gsen 2Ω

≤ µθ
para que a ponta do pião 
fique fixa e haja apenas 
movimento de rotação! 

θ

ϕΔ

aF
N



τ
gM

L




Um giroscópio 
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Precessão do momento angular 
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      Como a Terra é um esferóide oblato (achatado nos polos), a Lua e 
o Sol provocam forças como as mostradas abaixo e em 13.000 anos o 
eixo de rotação sofre precessão de  meio período, como na figura. 



FIM!  L 
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