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Centro de Massa e 2a Le1 de Newton :#CIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

_omX, Fmyx, et my Xy,

X —_ = 2m.x.
CM iV

:m1y1+m2y2+'”+mNyN 1 im_y. -

m,+m,+-+m, M 3 M 5

Yem

Z — = m.z.
CM z: i<
m,+m,+---+m, M 5

2— 2— 2—
- % a’r r .
z:F(a’“)zm1 y S+, y 2 +---+mN—d *=Md,,,
4 4 4

(esta ¢ a 2" le1 de Newton para um sistema de

z Flen_rrz particulas: o sistema responde a resultante das
cM
forcas externas como se a massa total M

estivesse toda concentrada no centro de massa)
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Centro de massa de corpos continuos uniformes 2 C I1FGQW
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Se um corpo consiste de uma distribuigdo continua de massa, podemos dividi-
lo em porgoes infinitesimais de massa dm € a soma transforma-se numa integral:

1 < 1 1 1
Xy :HZmixl. %Hjxdm Ve %M"‘ydm Zeny %szdm
i=1

A massa infinitesimal dm pode pertencer a um fio, uma superficie ou um volume:

Adl
odA dm =+

( . .
A : densidade linear de massa

o : densidade superficial de massa

pdV

o densidade volumétrica de massa
M

Se o corpo (volume) tiver densidade uniforme: dm =pdV=—2dV :

Xy :%deV5

Yeum =%Jy dv:  zey :%J‘Z av

Normalmente, nao precisamos calcular estas integrais triplas!
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Momento linear HOIFGW
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O momento linear (ou quantidade de movimento) de uma particula
¢ uma quantidade vetorial definida como: p=myv .
: : — dv d
A 2?2 le1 de Newton pode ser escrita como:  F=m ” = a’f

O momento linear de um sistema de N particulas ¢ a soma
vetorial dos momentos lineares individuais:

P=p +p,+..4+py=my+-—+m,v,
Derivando em relacdo ao tempo a expressao do centro de massa:
1 N
Voyy=—— ) mr. = vaz =Mv_.,
M5

Derivando novamente ¢ usando a 2a le1 de Newton para um sistema de
particulas: dP

dt

MaCM—z F (ext) _
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Forcas de interagao FCIFaw
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O resultado liquido da forca de interacao ¢ fazer variar o . Impulso = area
momento linear das particulas Pela 22 lei de Newton: sob a curva (1D)

Jth J—pdt J D=p ;—D;= /
A 1ntegral temporal da for¢a ¢ chamada impulso da forga: ‘ t

j Fdt=Ap s

Ou seja, a variacao do momento linear da particula
durante um intervalo de tempo ¢ 1gual ao impulso da for¢a
que age sobre ela neste intervalo.

Como nado conhecemos F(¥), recorremos a defini¢cao da (b)
forca meédia durante o intervalo de tempo da colisao:

A
j Fdt =(F)At

o A
Entdo: o AR _aP
Ap=(FYAt ou  (B)=2P {F)
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Colisoes elasticas unidimensionais = CIFGW
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vla VZa
Antes: ‘—*
m,

m,
. V Vg
Depois: <L‘ N
m
1 m2
r .
PratP2.=P1atPoa (Conservacgio de momento linear)

\ Pia, Pra _Pia_, Pia
2m, 2m, 2m; 2m,

( Conservagao de energia cinética)
\

(ml —m, ) 2m,
Vld = vla + v2a
>m1 +m, < m,+m,
2m, m,—m,
Vou = Vie™ Vau
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ColisOes unidimensionais totalmente inelasticas "'L IFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

antes depois
O Q o —
m
m+m,

Neste tipo de colisdo, a particula incidente “gruda” na particula alvo. Pode-se
provar que essa situacao representa a perda maxima de energia cinética numa
colisdo 1nelastica em uma dimensao.

mv,,Tn,v,,
m\v,,tm,v,, :(ml T, )Vd = V= = Veu
m, +m2

Como o centro de massa coincide com as duas particulas*“grudadas™, elas tém
que se mover com a velocidade do centro de massa, que se mantém constante. A
energia cinética final € a energia cinética associada ao movimento do CM.
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Colisdes elasticas bidimensionais HCIFGwW
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_Antes Depois

Conservacao do momento linear:

P1,=P14€080,+p,, 080,
O=p,, senb,—p, send,

Conservagdo da energia cinética:

plza :plzd +p22d
2m, 2m, 2m,

P

triangulo dos momentos:

-~ Pio= Pira+ P
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Questao 1

Uma pequena esfera de massa m esta verticalmente acima de uma bola
maior de massa M (com uma pequena separacao, como na figura ao lado),
¢ as duas bolsa sdo deixadas cair simultaneamente da altura /. (Suponha
que os raios das bolas sao despreziveis em relacao a #).

a)

b)

SFOIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Se a bola maior ricocheteia elasticamente no chao, qual sua velocidade
imediatamente apos esta colisao?

Se a bola menor ricocheteia elasticamente na bola maior, que valor de

m faz com que a bola maior pare no momento em que colide com a

menor?
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Nesse caso, que altura atinge a bola menor? % i
Respostas



Variaveis rotacionais O IFGW
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Aceleracao angular

Varia¢do da velocidade angular == A®O=0(t+At)—ax?)

— A

Aceleragdo angular média = a = N
« . \ _ Ao do

Aceleragao angular instantanea === O=]im— =
At—0 At d{

A aceleragdo angular instantanea ¢ um vetor paralelo a@ quando o
eixo de rotacdo ¢ fixo!

Velocidade angular em funcdo de & === @X(t,)—Xt,)= ja(t)dt

na direcao fixa (n): a(t,)—a(t,)= Ja(t)dt
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Cinematica angular HUIFGW

Em capitulo anterior ja estudamos o movimento circular uniforme.
Vamos estudar agora o

Movimento circular uniformemente acelerado

Dadas as condic¢des iniciais:
t,=0¢e t,=t = 0(0)=6, ¢ w(0)=0,
Temos, para a constante:
1
()=, +ot; H(t)=90+a)0t+§0(t2

o' =) +20/(6-6,)

Comparando com as varidveis do movimento linear:

(1) <>x(t); w(t)>v(t); a(t)<>a(t)
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Relacdo com as varidveis lineares & k IFGW

o Z
- Posicio: s=r6@ )
,"——_—Ilué’\‘ﬁt
| ds  de p—
- Velocidade: yv=—"—=p—=rmw (V=@X7r) ._ ‘
ad a4 7 6w v
- R
 Aceleracao: f ’
o dv d, . _. do dr
d=—=—(OXF)=—XF +WX—
dt dt d _dt
a, a,

Zit =axr=orv  (em modulo: a,=or)
d,=0xv=oX(OXF)=—’r#  (em modulo: a,= ’r)
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Energia Ciné¢tica de Rotacao

1 1
K= 2mv1+2m2v2 mv —E—mv

| |
K= om(@n) == mr )&

., . 2
Momento de inércia I: 1 =Zml.rl.

ou: K :%] @ (energia cinética de rotacdo)

C e e , 2
Distribui¢do continua de massa: [= jr dm,

(Adl: em um fio
dm=3 ods: em uma superficie
pdV:em um volume
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Teorema dos e1xos paralelos HOIFGW

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Se conhecermos 0 momento de inércia /., de um corpo em relacao
a um €1xo que passa pelo seu centro de massa, podemos facilmente
determinar /, do corpo em relacdo a um eixo paralelo que passa por O.

De fato:

R=Fth = r=(h)-(7h)

= Ymr =Y mr +2mih2+2}; Y m, 7
I I I I

Mas:

S

=
2m,

Entao:

—/
I i_O

] o :Zmi 7 2 ) —_— Mh?  (teorema dos eixos paralelos)
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Questao 2 FOIFGW
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Uma placa fina de dimensoes a € b pode girar sem atrito ao redor de
um pivo horizontal que passa por uma extremidade (ponto O na figura). A
placa ¢ entdo solta do repouso em uma posi¢cao vertical. O momento de
inércia da placa, em relagao a um eixo que passa por seu centro de massa €
¢ perpendicular a placa, € I, = 1/12 M(a? + b?).
a) Qual o momento de inércia do sistema em relacdao ao eixo de rotagao?

b) Encontre o mddulo da velocidade angular no instante em que o centro
de massa da placa estd na posi¢ao horizontal.

c) Qual a aceleracdo angular da placa nesta mesma posi¢cao?

d) Quais sdo as componentes x ¢ y da aceleracao do seu centro de massa

no instante em que a placa esta na horizontal. di

a) IzéM(az +45’)

A
|

b 1 / 120b |
AU=Mo=2=AK ==1u> _ g |

b) g2 rot 2 ow w a2_|_4b2 bl
|

|

|

v

™

6gb
TS
a +4b
3gh’ 6gh’ 0
F128-20 Semestrede2012 9 4, FTa =7 o A =4y =5 T 15
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S OIFGW
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Torque ¢ a 22 Le1 de Newton da rotagao

No plano perpendicular ao eixo de rotagao:

F,

(D =F.senp,=m;r.x

Fseng—my
nrseng,=mr & :

! |
. - = 2 — — \
Vetorialmente: rXF.=mr =T,

~ - -

Definicdo: 7,=7 X[ ¢ o torque da forga
externa 17“1 sobre a i-esima particula do corpo rigido (o vetor saindo do

plano do desenho)
No caso em que varias for¢as agem sobre a particula, o torque

total ¢é: fres :zfi: (zml 7, 2 Yyoa=1a

Finalmente:

fres =] (22 le1 de Newton da rotacao)

16
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O Trabalho no deslocamento angular k IFGQW
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Seja uma forca externa F, aplicada a uma particula no ponto P. O
trabalho infinitesimal num deslocamento ds,=r.d@ é:

dW,=F-ds,=(F.seng)r.d6=1,d6 VB
( F,seng ¢é a componente tangencial de F
a componente radial nao trabalha). Entao: "K‘}é':”{p
# p _.l E
_ _ ﬁ’ﬁ/r
W=y, [z.d6=(zdo v

Como 7=/0x :
W= j lod 6= j ld—‘” wdt

1 1
W= j[ wdw= 5] ap —5] (() = AK (teorema do trabalho-energia cinética

na rotacio)
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Momento Angular FOIFGW
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O momento angular € de uma particula de momento p
em relagao ao ponto O ¢:

—

(=rxp

(Note que a particula ndo precisa estar girando em torno
de O para ter momento angular em relacao a este ponto).

d- d . .. _ = _
—(=—([IXp)=rXF=1 |
dr - di R
. y - dL
Para um sistema de particulas, T, = d_
{

|

—

Para um corpo rigido em torno de um eixo fixo, L = @
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Rotacdo em torno de um eixo fixo H#CIFaw

Como  p,=m,v,=m,WXP,
. (Z) A= - 2 A a) _ =
temos: (. 7Z=pPp.Xp.=m.p W2 I _ B=my

(z) _ 2

ou t7=mp o
Zz'

| ;

L(Z) :2652) =Zmip,2a):[a) .........................

-
-

'\<) {'

=

Se 7.=0 = Il.a)l:]fa)f
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Rotag¢do vs. Translacao FOIFGW
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Tabela de analogias

Rotacao em torno Movimento de

de um eixo fixo translacao
energia cinética K, —lla) K :lmvz
equilibrio Zr > F=0
22 lei de Newton Zleﬁt Zﬁ’:mc_i
22 lei de Newton 2 ’Z"(m)zd—L ZF:@
momento L=Iw ﬁ:m\7
conservagao L _ L : b= ﬁf

poténcia P=tw P=Fv
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Rolamento (sem deslizamento)  #CIFGW
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Decomposi¢ao do rolamento em rotagao + translacao

Translacao Rotacao Translacao
pura pura + Rotacgao
\ "' .. ll.".. ‘_)>
CM omms-Viy  + | cMe y=0 — CM gmmns
— > Vey  y=— @R .P__-./ +P'V:0
v =rm (acima do centro) O ponto de contato esta

v=v,, = Ro sempre em repouso.

v =—r® (abaixo do centro)
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Questao 3 O IFGW

Uma barra de comprimento L ¢ massa M repousa sobre uma mesa
horizontal sem atrito. Um pequeno objeto de massa m, movendo-se com
velocidade v, como mostra a figura ao lado, colide elasticamente com a

barra.

a) Que grandezas sdo conservadas na colisao?

b) Qual deve ser a massa do objeto para que ele fique em repouso apos a
colisao?

M

——————————— Centro
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Questao 4 TOIFGW
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Um carretel de massa m e raio externo R rola sem deslizar, para a
esquerda, ao ser puxado por uma for¢a F aplicada ao seu raio interno r
como mostra a figura. Sabe-se que o momento de inércia do carretel em
relacdo ao seu centro de massa € /_, .

a) Qual a aceleracdo do centro de massa do carretel?

b) Determine o mddulo da forga de atrito que atua no carretel e mostre
que ela aponta para a direita.

c) Se o coeficiente de atrito entre o carretel € a superficie ¢ u, qual a
maxima for¢ca que pode ser aplicada ao carretel para que ele continue a
rolar sem deslizar.

F(R>—Rr)
a) acm: 2
]C+mR
[ +mRr
b) f,=F|=
A s
I +mR?
F = pumg|-=<
C) max M g [C—i—mRr]
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Questao 5 — Extra FOIFQW
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Um disco uniforme de massa m gira numa taxa de 120 revolugdes por
minuto em torno de um eixo sem atrito passando pelo seu centro. Uma
barra fina de mesma massa que o disco, cujo comprimento ¢ igual ao
diametro do disco, cai sobre o disco em rotagdao de modo que uma de suas
pontas fica sobre o centro do disco. Os dois passam entdo a girar juntos em
torno do eixo de rotacao do disco.

a) Calcule a velocidade angular final do sistema em unidades de rad/seg.

b) Calcule o porcentagem de energia cinctica que ¢ transformada em
outras formas de energia neste processo.

a) L=Iw=L=1Iw,

I—lmRz,I lmRZ—I—l (2R>2:£mR2 w.:Ewrad/s
2 2 3 6 71
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Questao 6 — Extra LIFGW

Uma fita leve esta enrolada em volta de um disco circular de massa m e
raio r, que rola sem deslizar sobre um plano inclinado aspero de inclinacao
0. A fita passa por uma roldana fixa de massa desprezivel e esta presa a um
bloco suspenso de massa m’, como mostra a figura. Calcule:

a) a aceleragdo a da massa m’;

b) a tragao 7 na fita.
c¢) Discuta o movimento do disco em funcdo de m, m’ e 0.

Resp:
8m’—4msen®
a) a= -
3m+8m
b) T=m'(g—a)

m .
C) se m'>zsen9 = o disco sobe o plano, etc
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