
APÊNDICE 1 

TEORIA DOS GASES RAREFEITOS 

Basicamente, em ciência e tecnologia de vãcuo,trat! 

mos com gases rarefeitos. Portanto, algumas idéias fundamen -

tais sobre gases perfeitos, gases reais e teoria cinética dos 

gases serão discutidas inicialmente. 

O conceito de um GÃS IDEAL estã estritamente ligado 

a idêia de independência (ou não-interação) entre as moléculas. 

Este ê um conceito teõrico que corresponde as seguintes hipÕt~ 

ses básicas: 

a) as moléculas podem ser consideradas como esferas 

de dimensões muito pequenas 

b) o volum" ocupado por todas as moléculas ê uma fr! 

ção desprez1vel do volume ocupado pelo gãs 

c) as molêculas não exercem forças entre si a não 

ser durante as colisoes 

d) as moléculas andam em trajetorias retllineas e 

de uma maneira perfeitamente caõtica 

e) as molêculas efetuam colisões perfeitamente eli~ 

ti cas. 

Jâ nos GASEP REAIS, atunm forças de atração interm_q_ 

leculares. Essas forças, conforme se verã mais adiante, são 

responsiveis por um comportamento •• •· 

tinto dos gases ideais. 

alta•; µressõ,,. eis 
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Porêm ê muito importante desde jã lembrar que gases 

reais tais como hidrogênio, oxigênio, nitrogênio, helio,argÕ­

nio e tantos outros se comportam, a pressões próximas ã pressão 

atmosferica,como gases ideais. A pressões menores (vãcuo) ,mui­

to mais gases se aproximam desse tipo de comportamento. 

l) Equação de Estado para um Gãs Ideal 

Inicialmente deve ser lembrado que a EQUAÇ~O DE ES-

TADO de um gãs, ideal ou não, e a relação existente entre 

pressão P, volume V e temperatura T: 

F(P,V,T) o 

a 

A equação de estado para um gãs ideal pode ser obtl 

da através de uma experiência em que se mede P, V, T e a massa 

m de um gãs rarefeito {baixa densidade). Essa experiência con­

duz aos seguintes resultados: 

l) ã temperatura constante, a pressão de um gas e 
ºiºnv.ersamente-p-roporcional ao seu volume especifl 

co V/m (lei de Boyle) 

2) o produto da pressão pelo volume espec1fico e di 
retamente proporcional a temperatura {lei de-

Charles). 

Esses dois resultados experimentais podem ser resu­

midos pela relação 

y 

.L 
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p J... 
m rT {l) 

onde rê uma constante de proporcionalidade cujo valor depende 

do gâs que estã sendo estudado. 

Quando se compara os valores de r para vãrios gases 

se encontra sempre que 

r R 
M 

onde M e o peso molecular do gâs e R e uma constante de propo~ 

cionalidade que ê a mesma para todos os gases. A constante R e 

chamada de constante universal dos gases perfe_itos. Podemos 

portanto reescrever a equação (l) como 

ou 

mos 

p J... 
m 

PV 

~ T 
M 

!1!. RT · M 

m Lembrando que M 

PV nRT 

numero de moles, n, do gãs,tere-

( 2) 

O numero R se relaciona com a constante de Boltz-
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mann k e com o numero de Avogadro N
0 

através da relação R=N
0

k. 

E amo riN
0 

= N, rumero total de moléculas do gãs, a relação (2) 

fica finalmente 

PV = N k T ( 3) 

Os valores da constante universal R e da constante 

de Boltzmann são dadas a seguir: 

R 

k 

8, 31 4 jo u 1 e/ (mole) ( ° K) 1,987 cal/(mole)(ºK) 
-2 3 o l ,38xl O joule/ K . 

2) _Unida_des de Uso ())mum em Tecnolog_j~ __ d_e Vãc..!!2_ 

Em tecnologia de vácuo1 as unidades de Pressão mais 
comumente empregadas são: Torr, mbar e Pascal. Abaixo1 

segue uma tabela que relaciona essas unidades. 

Pressão Torr mbar Pa 

Torr 1 1.333224 133.3224 

mbar 0.750062 1 100.00 

Pascal 0.00750062 0,01 1 
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Em tabelas de parâmetros frequentemente utilizados 

em tecnologia de vãcuo, as grandezas atualmente mais comuns p~ 

ra volume e pressão são respectivamente o litro e o torr. Por 

esse motivo é importante definir a constante de Boltzmann em 

termos dessas unidades. Tem-se então 

k 
-22 o 

1 , O 3 x 1 O to r r 1 i t ro / K 

3) Equações de Estado para Gases Reais 

Existem muitas equações que descrevem melhor o com-

portamente de gases reais do que a equação para um gãs ideal. 

Algumas delas são totalmente empfricas enquanto outras são ba­

seadas em hipÕteses relativas a propriedades moleculares. Van 

der Waals, em 1873, demonstrou a seguinte equação: 

A (P + --z)(V-b) = RT 
V 

Nesta equação o termo A/V 2 é devido ao fato de que 

forças atrativas entre moléculas tendem a aproximã-las resul­

tando portanto no mesmo efeito que uma pressão adicional. O 

termo b é proporcional ao volume ocupado pelas prõprias moléc~ 

las. Os parâmetros A'e b são constantes para um particular gãs 

mas diferem de gãs para gãs. 

A equação de van der Waals, bem como qualquer ou-

tra equação de estado, deve tender, no limite de baixas pres-
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sões, para a equação de estado de um gãs ideal. 

Outras equações descrevem o comportamento de gases 

reais a mais altas pressões, como a Equação do Viríal e a Equ~ 

ção de Beattie-Bridgman. Entretanto elas tem pouca aplicação 

em tecnologia de vãcuo e não serão discutidas aqui. 

4) Cãlculo Cinêtico da Pressão 

A teoria cinêtica dos gases se baseia na hipõtese 

fundamental que a matéria ê feita de molêculas e que as molêc~ 

las de um gãs estão em constante movimento, que serã tão 

intenso quanto maior for a temperatura. 

mais 

Durante o movimento as moléculas sofrem colisões com 

elas mesmas, alêm de colidir com as paredes do recipiente que 

contêm o gâs. A pressão do gãs resulta da transferência de mo­

mentum das moléculas para as paredes do recipiente. Portanto a 

pressão pode ser relacionada com a energia cinética das moléc~ 

las. 

Vamos fazer aqui um cãlculo simplificado da pressão 

de um gâs. Vamos imaginar o gãs num recipiente cubice de ares­

ta te lados de ãrea A. Consideremos uma particular molêcula 

com vetor velocidade ~ colidindo com o lado perpendicular a 

direção x. O tempo entre colisões sucessivas entre os dois la-

dos perpendiculares a direção x ê 

Llt 
2Q. 
vx 
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onde vx ê a componente de v ao longo de x. 

A variação de momentum 11(mv) da molêcula numa coli-

são, ê 

11(mv) mvx - (-mvx) 2mvx 

A segunda lei de Newton define a força F como a taxa 

de variação do momentum com o tempo. Então, 

F 11(mv)/Llt 2mv/(2L/vx) mv2 /L 
X 

A pressão media devida a esta molécula ê 

P' 
X 

F 
A mv 2/(AL) 

X 
mv2;v 

X 

onde V é o volume da caixa. A pressão devida a N mplêculas 

portanto 

Px (N/V) ;;z 
X 

2 
nm vx 

onde 7 ê a velocidade quadrãtica media computada sobre todas 
X 

as moleculas do gãs. Por um cãlculo anãlogo chegariamos a 

ê 

py nmv 2 e P = nmv:. Como não existe direção preferencial pa 
y z ' -

ra o movimento das moléculas na caixa, 

2 
VX 7 

y 
7 

z 
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De acordo com o teorema de Pitãgoras 

7 7+7+7 
X Y Z 

37 
X 

37 y 37 z 

Portanto, a pressão medida em qualquer direção ê 

p px py p 
z 

1 -
3 nmv 2 

5) Cãlculo Cinêtico da Energia das Molêculas 

( 4) 

A energia cinêtica média E pode ser facilmente cal­

culada a partir das equações (3) e (4). A equação (3) pode ser 

escrita como 

P = nkT 

que comparada com (4) dã 

nkT 

Portanto 

r 

1 --
3 nmv2 

1 -
2 mv2 t kT 

Concluímos que a energia cinêtica media das molécu­

las é a mesma para todos os gases e é proporcional a temperat~ 
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ra absoluta. 

6) Distribuição de Maxwell 

As velocidades das molêculas de um gãs, para uma d~ 

terminada temperatura, obedecem a uma distribuição estatística 

dada pela relação 

f(v)ct 3v 3/2 2 3 n(m/2nkT) exp [-mv /2kTJd v ( 5) 

onde Vê o vetor velocidade, n é a densidade do gãs, ma massa 

de uma molécula, k ê a constante de Boltzmann e Ta temperatu-

3+ -ra absoluta. d v : dvxdvydv
2 

e chamado de elemento de volume 

no espaço das velocidades. 

f(v)ct 3v: nümero médio de moléculas, por unidade de 

volume, que tem vetor velocidade entre v 
e v + dv. 

O resultado (5) ê chamado de distribuição de velocidades de 

Maxwell e foi demonstrado por Maxwell em 1859. 

7) Distribuição de MÕdulos de Velocidade 

Alem da relação (5) nos interessa também saber a 

relação F(v) que chamaremos de distribuição de mõdulos de velo 
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cidade. Então 

F(v)dv = numero mêdio de molêculas por unidade de 

volume com velocidade (em mÕdulo)'no inte~ 

valo entre v e v + dv. 

Pode ser demonstrado que a relação entre as duas dis 

tribuições ê dada por 

F(v)dv 41Tv2 f(v)ctv 

Substituindo (5) nessa ultima equação teremos 

F(v)dv 4n 3/2 2 2 1-rr (m/2TikT) v exp [-mv /2kTJ dv ( 6) 

Virias representações grãficas de F(v) em função 

de v são dadas na figura abaixo para diferentes temperaturas. 

Se quisermos saber, por exemplo, qual o numero de 

moléculas do gãs por url'idade de volume ·com velocidades compree_!l 

didas entre v1 e v2 , basta integrar a função F(v) entre esses 

dois 1 imites: 

rv 2 

nl2 L, F (V) dv 

. 
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F(v) 

Behavior of the Maxwell distribution 
of .molecular speeds as a. fonc.-tion of tempera­
htre, 

t claro que a ãrea total debaixo da curva F(v) e nu 

mericamente igual a densidade do gãs, isto ê, 

/" F(v)dv = n o 
( 7) 

A função F(v) apresenta um mãximo. Este mãximo cor-

responde a velocidade vp que chamar~~os de velocidade 

provãvel. Para obter vp basta derivar F(v) em relação a v 

igualar a derivada a zero. O resultado ê 

vp (2kT/m)l/2 

mais 

e 

(8) 
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A velocidade media V e obtida atravês da relação 

v =f:F(v}vdv/J:F(v)dv 1:F(v)vd11/n 

V (8kT/llm)l/2 ( 9) 

Para obter esse tesultado utilizamos a tabela de in-

tegração dada logo abaixo. 

A velocidade quadrãtica media 7 é calculada 

meio da relação 

2 
V 

7 

"' 2 "' f 0 F(v)v dv/f 0F(v)dv 

lli 
m 

00 2 
f 0 F(v)v dv/n 

por 

( 10) 

Para efetuar esse cãlculo tambem utilizamos a tabe-

la de integração. 

r interessante observar que se aplicarmos a equação 

(10) na expressão do cãlculo da pressão (4) obteremos 

p nkT ( 11) 

que ê a equação de estado de um gâs ideal. 

Nota 

Os resultados das integrais do tipo 
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"' -a 2 n I = f e X X dx 
n o 

- - 2 -que foram usadas no calculo de v e v sao os seguintes: 

- para n = O I =ha-1/2 
o 2 

- para n = l 

- para n > 1 

Por exemplo, 

12 
Io 
2ã 

h -3/2 
4ª 

r, 1 -1 
= 2 a 

I = n (.r!.:..l) 2a 

B) Densidade de Impactos Moleculares 

I n-2 

As paredes de um recipiente que contêm um gãs estão 

sujeitos ao bombardeamento constante das molêculas do gãs. Es­

sas moleculas incidem segundo uma certa frequência. Chamemos 

de densidade de impactos moleculares, v, o número de colisões por 

unidade de ãrea por unidade de tempo. Para deduzir uma expres­

são para v consideremos a colisão de uma molêcula com o elemen 

to de ãrea dA conforme o desenho abaixo. 
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Normal 

/ 

/ 
~--~ 

Imaginemos gue a molécula incida segundo a direção 

e-• e tenha velocidade v. Chamaremos de colisão e-<jJ-v a todas 

as colisões com dA cujos e, • e v estejam dentro dos respecti­

vos intervalos compreendidos entre e e e + de, <P e <P + d•~ v e 

V + dV. 
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Qual e o numero de colisões S-<jJ-v com dA no interVE_ 

lo de tempo dt? Para responder a essa pergunta vamos considerar 

um prisma cuja base seja o elemento dA, cujos lados sejam par~ 

lelos a direção e-q, e tenham comprimento vdt. Portanto, o num~ 

ro de colisões e-<jJ-V an dt e igual ao numero de moleculas den -

tro do prisma, com velocidade entre v e v+dv (isto equivale dl 

zer: módulo de v entre v e v+dv ao longo da direção e-<P)· En­

tão, matematicamente esse numero é 

(dA vdt cose)(f(v}d 3v) 

Dividindo por dA e dt e integrando sobre as veloci­

dades teremos o numero total de moléculas incidentes por unida 

de de ãrea e por unidade de tempo: 

gue 

V 
... 3+ fv cose f(v)d v 

Para fazer essa integração lembremos inicialmente 

d
3
v = dvxdvydv 2 

v2 senededq,dv 

F(v)dv 411f(v}v2dv 

Portanto 
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l roo J;r/2 J2;r 
4;r F(v)vdv , senecosede d<J> 

) o o o 

Mas como r F(v}vdv 
) o 

nv, teremos 

\) 
1 4 nv ( 12) 

Substituindo as equações (9) e (11) em (12) teremos 

v = (!2/2)(P/!kT;rm) ( 1 3) 

Lembrando quem= M/N
0

, onde N
0 

é o numero de Avog~ 

dro e substituindo-se o~ valores de K (em torr litro/ K) e de 

N
0 

em (13) teremos uma forma muito prãtica para a expressão da 

densidade de impactos 

\) = 
3,5 X 10_ 22 P 

/MT 
(colisões/cm2s) ( 14) 

onde P é dado em torr, M é o peso molecular em gramas e T é a 

temperatura absoluta. 

Como uma aplicação vamos calcular a densidade de 
- - -6 -impactos de N2 a pressao de lxlO torr e a temperatura de 

300 K. Como M = 28 para esse gãs, teremos 

\) 1 14 1. - 2 3,8x O co isoes/cm .s 

i:iiiii·· 
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9) Livre Caminho Médio 

Durante o movimento, as moléculas colidem entre si. 

A distãncia média percorrida por uma molécula entre colisões 

sucessivas é chamada de livre caminho médio. 

Uma molécula tendo um diãmetro d e uma velocidade v, 

percorre a distância vót no tempo ót. Vamos imaginar um circu­

lo de diâmetro 2d, associado a molécula e perpendicular a dir~ 

ção do movimento. O volume varrido pelo circulo no intervalo 

ôt ê então õV = ;rd2võt. Ora a condição para haver uma colisão 

com outra molécula é que o centro dessa ultima se encontre em 

algum lugar dentro desse volume. Se esse for o caso, então 

densidade ri· do gis serã dada por 

1 
n = --:Z-:-:­

;r d v ót 

e o livre caminho médio serã dado por 

Ã vót 1 -z­
;rd n 

Substituindo (11) em (15) teremos 

;. kT 
rrd 2P 

( 15) 

Se nõs considerarmos um modelo mais aproximado, em 

que nao apenas a molécula que gera o volume óV mas também as 

a 
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outras estiverem em movimento, então a expressão para À sera 

À 
kT 

ff,.ip 

Para o nitrogênio d 

À 
5x10-3 

---p--

(16) 

-8 3,7xl0 cm. Portanto 

( 17) 

com À dado em cent1metros e P em torr. Como exemplos podemos 

calcular os valores de À para o N2 ã pressão atmosfêrica e 

ã pressão de um bom vãcuo (lxl0- 6 torr por exemplo). Encontra-

mos 

À 

À 

-5 6,3x10 cm 

4,8xl0 3cm 

10) Vis cosi da de de um Gâs 

ã pressão atmosférica 

ã l xlü- 5 torr 

Consideremos uma experiência em que um gãs esteja 

confinado entre duas placas, uma estacionãria e a outra se mo­

vendo com velocidade u
0

, conforme mostra a figura abaixo. Ima­

ginemos que o gãs possa ser dividido em camadas muito finas,p~ 

ralelas ãs placas. Iremos verificar que a camada do gãs em co~ 

tato com a placa de baixo tem velocidade zero enquanto a cama­

da adjacente a placa superior tem velocidade u
0

· 
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"F ,.. 
1·.·~-~~--:-=·,--, ~~===-=r;:"'-'" __ _. ___ ., __ .;,,~-lt:~-~-~~--;i---;i-~--i-.~,,=---~~~-;;,,,~~i!:-~~--~---------"" 

1 - / 
-1 .A.(, / 

1 ;ili/- -
1 // - -

~I: / : / 
~/// 

Cada camada de gãs exerce uma força tangencial nas 

camadas adjacentes, tendendo-a retardar o movimento da mais 

rãpida e aumentar a velocidade da mais lenta. Essa propriedade 

do gãs ê chamada de viscosidade e as forças devidas a viscosi­

dade chamam-se de forças viscosas. Fisicamente podemos entender 

o conceito de viscosidade como uma interação entre camadas que 

se processa por meio das colisões entre as moléculas do gãs. 

Se as duas placas forem suficientemente extensas, a 

velocidade u do gãs dependerã somente de y: 

u = u(yJ 
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Verifica-se experimentalmente que a força viscosa F 

em qualquer ponto do fluido ê dada pela seguinte relação~ 

F 
du 

riA dy 

onde A ê a ãrea da camada (igual a ãrea das placas), du/dy ê a 

derivada de u com relação a y e o coeficiente ri representa 

viscosidade do gãs. 

a 

Num tubo longo de seção reta circular no qual se e~ 

tabelece um fluxo de gãs (figura abaixo) as camadas de fluxo 

têm a forma de cascas ci11ndricas cujo eixo comum ê o eixo do 

tubo. A velocidade do gãs ê mãxima no eixo e se anula nas par~ 

R. 

des. O perfil de velocidades ê uma parãbola. 

O valor de ri para um determinado gãs tanto pode ser 
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medido experimentalmente como pode ser calculado em função da 

temperatura absoluta, do diâmetro d e da massa m das molêculas: 

T) 
1 3 nmv), 

_2_ (mkT 1 /2 
3d 2 -3-) 

7f 

( 18) 

Essa Ültima igualdade foi obtida pela substituição 

de n, v e À pelas respectivas equações (11), (9) e (16). ti~ 

teressante observar que, ao contrãrio dos líquidos, a viscosi 

dade de um gâs aumenta com a temperatura. 

A expressão {18) ê vãlida para um intervalo de 

pressão e ê deduzida de acordo com um modelo que a) não prevê 

forças de atração entre as molêculas do gãs, e b) supõe valo­

res de 1 pequenos em comparação com as distâncias entre as 

paredes da tubulação. Se a pressão for muito alta, as forças 

de atração não podem ser desprezadas. Se a pressão for muito 

baixa, poderemos ter 1 i {distâncias entre paredes). Em ambos 

os casos a equação acima deixa de ser uma boa aproximação para 

o valor da viscosidade. 

Nos sistemas CGS e MKS as unidades de viscosidade 

são respectivamente 

, . -1 -1 . -2 Poise= l g.cm .s = l dina.s.cm 
-1 ~ 2 Kg.m .s = 1 N.s .cm 


