APENDICE |

TEORIA DQOS GASES RAREFEITOS

Basicamerite, em ciencia e tecnologia de vacuo,trata
mos com gases rarefeitos. Porténto, algumas ideias fundamen -
tais sobre gases perfeitos, gases reais e teoria cinética dos
gases serao: discutidas inicialmente.

‘0 conceito de um GAS IDEAL estd estritamente ligado
a ideia de independéncia {ou nao-interagdo) entré as moléculas.
Este & um conceito tedrico que corresponde as seguintes hipdte
ses basjcas:

a) as moleculas podem ser consideradas como esferas
de: dimensGes muito pequenas

b) o valume-ocupado por todas as moléculas & uma fra
¢3o desprezivel do velume ocupado pelo gas

¢) as moléeculas n3o exercem forgas entre si a nao
ser durante as colisoes

d) as moleculas andam em trajetdrias retilineas e
de uma mangira perfeitamente cadtica

e) as moléculas efetuam colisbes perfeitamente elas

ticas.

Ja nos GASES REAIS, atuam forgas de atragdo intermg
leculares. Essas forgas, conforme se vera mais adiante, sda
responsaveis por um comportamento e =, » altas pressde . dig

tinto dos gases ijdeais.



Porém & muito importante desde ja lembrar que gases
reais tais come hidrogeénio, oxigénio, nitrogenio, helio,argo-
nio e tantos outros se comportam, a pressdes proximas a pressao
atmosférica,como gases ideais. A pressdes menores (vacuo),mui-

to mais gases se aproximam desse tipo de comportamento.

1) Equacdo de Estado para um Gas Ideal

Inicialmente deve ser lembrado que a EQUACAO DE ES-
TADO de um gas, ideal ou nao, € a relagao existente entre a

pressao P, volume V e temperatura T:
F(P,V,T) = 0

A equagao de estado para um gas ideal pode ser obti
da através de uma experi@ncia em que se mede P, V, T e a massa
m de um g3s rarefeito (baixa densidade). Essa experiéncia con-
duz aos seguintes resultados:

1) 2 temperatura constante, a pressao de um gas &

swinversanentésproporcional ao seu volume especifi

co V/m (lei de Boyle)

2) o produto da pressao pelo volume especifico & di
retamente proporcional a temperatura (lei de=
Charles).

Esses dois resultados experimentais podem ser resu-

midos pela relagao

-
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onde r & uma constante de proporcionalidade cujo valor depende
do gas que esta sendo estudado.
Quando se compara os valores de r para varios gases

se encontra sempre que

1
3
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onde M & o peso molecular do gas e R & uma constante de propor

cionalidade que & a mesma para todos os gases. A constante R &

chamada de constante universal dos gases perfeitos. Podemos -~

portanto reescrever a equagao (1) como

v _R
P mw oW T
ou
m
PV=M'RT
Lembrando que ﬁ = numero de moles, n, do gas,tere-
mos

PV = nRT (2)

0 nimero R se relaciona com a constante de Boltz-
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mann K e com o numero de Avogadro N, atraves da relagao R=N K.
E@mo ni, =N, mimero total de moléculas do gas, a relacio (2)

fica finalmente
PV =N kT (3)

0s valores da constante universal R e da constante

de Boltzmann sdo dadas a seguir:

R = 8,314 joule/(mole)(°K) = 1,987 cal/(mole)(°K)

k= 1,38x10° 2% joule/%k .

2) Unidades de Uso (omum em Tecnologia de Vacuo

- Em tecnologia de vacuo, as unidades de Pressdo mais
comumente empregadas sdo: Torr, mbar e Pascal. Abaixo,
segue uma tabela que relaciona essas unidades.

%

Pressao Torr mbar Pa
Torr 1 1.333224 133.3224
mbar 0.750062 1 100.00
Pascal 0.00750062 0,01 1
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Em tabelas de parametros frequentemente utilizados
em tecnologia de vacuo, as grandezas atualmente mais comuns pa
ra volume e pressao sao respectivamente o litro e o torr. Por
esse motivo & importante definir a constante de Boltzmann em
termos dessas unidades. Tem-se entdo

22

k = 1,03 x 107°% torr 1itre/°K

3) Equagoes de Estado para Gases Reais

Existem muitas equacgoes que descrevem melhor o com-
portamento de gases reais do que a equagao para um gas ideal.
Algumas delas sao totalmente empiricas enquanto outras sio ba-
seadas em hipoteses relativas a propriedades moleculares. Van

der Waals, em 1873, demonstrou a seguinte equacgao:
A -
(P + —7)(V—b) = RT
v

Nesta equagao o termo A/V2 € devido ao fato de que
forgas atrativas entre moléculas tendem a aproxima-tas resul-
tando portanto no mesmo efeito que uma pressao adicional. 0
termo b & proporcional ao volume ocupado pelas proprias molécu
las. Os parametros A’e b s3o constantes para um particular gas
mas diferem de gas para gas.

A equagao de van der Waals, bem como qualguer ou-

tra equagdo de estado, deve tender, no limite de baixas pres-




sbes, para a equacgao de estado de um gas ideal.

Outras equacbes descrevem o comportamento de gases
reais a mais altas pressoes, como a Equagao do Virial e a Equa
¢cao de Beattie-Bridgman. Entretanto. elas tem pouca aplicagao

em tecnologia de vacuo e nao serao discutidas aqui.

4) Calculo Cingtico da Pressdo

A teoria cinegtica dos gases se baseia na hipotese
fundamental que a matéria & feita de mol&€culas e que as mol&cu
las de um gas estao em constante movimento, que sera tio mais
intenso quanto maior for a temperatura.

Durante o movimento as moléculas sofrem colisDes com
elas mesmas, além de colidir com as paredes do recipiente que
contem o gas. A pressdao do gas resulta da transferéncia de mo-
mentum das moléculas para as paredes do recipiente. Portanto a
pressao pode ser relacionada com a energia cinética das molécy
las.

Vamos fazer aqui um calculo simplificado da pressao
de um gas. Vamos imaginar o gas num recipiente clbico de ares-
ta & e lados de area A. Consideremos uma particular molecula
com wetor velocidade v colidindo com o lado perpendicular a
direcao x. 0 tempo entre colisOes sucessivas entre os dois la-

dos perpendiculares a dire¢ao x e

[aS]
=

At
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onde Vi @ a componente de v ao longo de x.

A variacdo de momentum A(mv) da molécula numa coli-

A{mv) = mvo- (-mvk) = 2mv,

A segunda lei de Newton define a forga F como a taxa

de variagao do momentum com o tempo. Entao,
_ 2
F = a(mv)/at = vax/(ZL/vx) = mvx/L
A pressidoc media devida a esta molécula &

A 2 _ 2
Py = i mvx/(AL) = va/V
onde V & o volume da caixa. A pressao devida a N moléculas &
portanto
-

PX = (N/V) my.o=oam vy

]

onde ;E e a velocidade quadriti;a meédia computada sobre todas

as moleculas do gas. Por um cdlculo andlogo chegariamos a
Py = nmv§ e P = nmvi. Como nao existe'diregﬁo preferencial pa

ra o movimento das moleculas na caixa,

2 _ 7 _ 2
vy = vy = v,
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De acordo com o teorema de Pitagoras

x n

nmv (4)

5) Calculo Cingtico da Energia das Moleculas

A energia cinética média E pode ser facilmente cal-
culada a partir das equagoes (3) e (4). A equagao (3) pode ser
escrita como

P = nkT s
que comparada com (4) da

nkT = nmy

]t

Portanto

E = kT

E]

=<

n
rof o

1
2

Concluimos que a energia cinética média das molecu-

Jas & a mesma-para todos os gases e & p¥oporcional a temperatu

ra absoluta.

6) Distribuicao de Maxwell

As velocidades das moléculas de um gis, para uma de
terminada temperatura, obedecem a uma distribuic3do estatistica

dada pela relacgao
£(0)8% = n(ms2nkT)3/? exp [-mvP/2kT1dV (5)

onde V & o vetor velocidade, n @ a densidade do gas, m a massa
de uma molecula, k e a constante de Boltzmann e T a temperatu-
ra absoluta. d37 = dvxdvydvZ g chamado de elemento de volume

no espago das velocidades.

f(V)d3V =z numero médio de moléculas, por unidade de
volume, que tem vetor velocidade entre V
e V + dV.
0 resultado (5) & chamado de distribuicao de velocidades de

Maxwell e foi demonstrado por Maxwell em 1859.

7) Distribuicao de Modulos de Velocidade

Além da relacio (5) nos interessa também saber a

relagdo F(v) que chamaremos de distribui¢3o de mbdulos de velo



cidade. Entdo

F{v)dv = numero mé&dio de moléculas por unidade de
volume com velocidade (em mddulo)'no inter

valo entre v e v + dv.

Pode ser demonstrado que a relagao entre as duas dis

tribuigdes & dada por

o

S L v
F(v)dv = 4n V2 f (-\7 ydv . Behavior of the Maxwell distribution

of molecular speeds as a fanction of tempera- !
ture.

Substituindo (5) nessa Ultima equagdo teremos

F(v)dv = %ﬁ(m/ZﬂkT)3/2 vZ expmv?/2kT] dv (6)

E claro que a area total debaixo da curva F(v) & nu
Varias representacdes graficas de F(v) em fungido ) . . _ . -
mericamente igual a densidade do gas, isto e,
de v sao dadas na figura abaixo para diferentes temperaturas.

Se quisermos saber, por exemplo, qual o nlmero de
. fo F(v)dv = n (7)
moléculas do gas: por-unidade:de.volume..com velocidades compreen .
didas entre vy e Vo basta integrar a fungao F{v) entre esses

A fungio F{v) apresenta um maximo. Este maximo cor-
dois limites:

responde a velocidade vp que chamar
\

provavel. Para obter vp basta derivar4F(v) em relagao a v e

s de velocidade mais

jgualar a derivada a zero. 0 resultado e

vp = (2kT/m)V/2 (8)
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A velocidade média v e obtida atraves da relagao

SITF(v)vdv/SoF(v)dv = [OF(v)vdy/n

<1

1/2

<

= (8kT/m™m) (9)
Para obter esse£¢esultado utilizamos a tabela de in~-
tegrac¢ao dada logo abaixo.
A velocidade quadratica media ;7 € calculada por
meio da relagao

W3
v

sz(v)vzdv/f:F(v)dv = f:F(v)vzdv/n

2 3k

vo o= o (10)

Para efetuar esse calculo tambem utilizamos a tabe-
la de integragao.

E interessante observar que se aplicarmos a equagao

(10) na expressdo do calculo da pressdo (4) obteremos
P = nkT (1)

que € a equacao de estado de um gas ideal.

0s resultados das integrais do tipo
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- - 7 - .
que foram usadas no calculo de v e v sao 0s seguintes:

- = _ Yt . -1/2
para n = 0 [0 =5 a
- =171
- para n =1 I; = 5 @
_ ,n-1
- para n > I, = ) Lios

Por exemplo,

I -
o . %1 a 3/2

I =73

8) Densidade de Impactos Moleculares

As paredes de um recipiente que contém um gas estdo
sujeitos ao bombardeamento constante das moléculas do gas. Es-
sas molaculas incidem segundo uma certa frequéncia. Chamemos

de densidade de impactos moleculares, v, o niimero de colisdes por

unidade de area por unidade de tempo. Para deduzir uma expres-
s3o para v consideremos a colisdo de uma molécula com o elemen

to de area dA conforme o desenho abaixo.



Imaginemos que a molecula incida segundo a diregao
8-¢ e tenha velocidade v. Chamaremos de colisao 6-¢-v a todas
as colisoes com dA cujos e, ¢ e v estejam dentro dos respecti-
vos intervalos compreendidos entre 6 e 8 + d6, ¢ e ¢ + do§ v e

v + dv.
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Qual & o numero de colisdes @-¢-v com dA no interva
lo de tempo dt? Para responder a essa pergunta vamos considerar
um prisma cuja base seja o elemento dA, cujos lados sejam para
lelos a diregdo ¢-p e tenham comprimento vdt. Portanto, o nime
ro de colisbes g-¢-vean dt & igual ao niumero de moleculas den -

tro do prisma, com velocidade entre V

e V+d¥ (isto equivale di
zer: mbdulo de v entre v e v+dv ao longo da diregao g-¢). En-

tao, matematicamente esse numero & N
(dA vdt cosg)(f(V)d°V)

Dividindo por dA e dt e integrando sobre as veloci-
dades teremos 0 numero total de molé&culas incidentes por unida

de de area e por unidade de tempo:

v = fv cosg f(V)d ¥

Para fazer essa integracao lembremos inicialmente

que

3 _ I
d°v = dvxdvydvZ = v~ sengdpdgdy

F(v)dv = 4nf(¥)vidv

Portanto
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1 o /2 2w
Vo= a7 (%F(v)vdvf senecosedej dé
0

Jo o

Mas como { Flv)vdy = nv, teremos
‘o

1
z " (12)

Substituindo as equagoes (9) e (11) em (12) teremos

v o= (V2/2)(P//KTT) (13)

Lembrando que m = M/No, onde N, € o numero de Avoga
dro e substituindo-se os valores de K (em torr litro/ K) e de
N0 em (13) teremos uma forma muito pratica para a expressao da
densidade de impactos

22
v o= 3s5 %107 P (co]isaes/cmzs) (14)

%a
onde P & dado em torr, M & o peso molecular em gramas e T & a
temperatura absoluta.
Como uma aplicacao vamos calcular a densidade de
impactos de N2 a pressao de 1x10_6 torr e a temperatura de
300 K. Como M = 28 para esse gas, teremos

14

v = 3,8x10 co]isBes/cmZ,s
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9) Livre Caminho M&dio

Durante o movimento, as moleculas colidem entre si.
A dist2ncia media percorrida por uma molecula entre colisoes

sucessivas e chamada de livre caminho médio.

Uma molecula tendo um didmetro d e uma velocidade v,
percorre a distancia vSt no tempo &t. Vamos imaginar um circu-
lo de diametro Zd,vassociado a molécula e perpendicular a dire
cao do movimento. 0 volume varrido pelo circulo no intervalo
&t & entdo gV = ndzvst. Ora a condicao para haver uma colisao
com outra molecula & que o centro dessa ultima se encontre em
algum lugar dentro desse volume. Se esse for o caso, entdo a

densidade rn-do gas sera dada por

1
nd vt

e o livre caminho medio sera dado por

X = vét = 12 (15)

wd n

Substituindo (11) em (15) teremos

kT
A=
wd“p
Se nos considerarmos um modelo mais aproximado, em

que nao apenas a molécula que gera o volume &V mas também as



outras estiverem em movimento, entao a expressao para X sera

r = KT (16)
/7 wd%p
Para o nitrogeénio d = 3,7x10-8 cm. Portanto
-3

P

com A dado em centimetros e P em torr. Como exemplos podemos
calcular os valores de X para o N2 Fy pressdo atmosférica e

E pressdo de um bom vacuo (1x'|0-6 torr por exemplo). Encontra-
mes

6,3x10 %cm 3 pressio atmosférica

A= 4,8x103cm a ’Ix'l(l_6 torr .

>
W

10) Viscosidade de um Gas

Consideremos uma experiéncia em que um gas esteja
confinado entre duas placas, uma estacionaria e a outra se mo-
vendo com velocidade L3 conforme mostra a figura abaixo. Ima-
ginemos que o0 gas possa ser dividido em camadas muito finas,pa
ralelas as placas. Iremos verificar que a camada do gas em con
tato com a placa de baixo tem velocidade zero enquanto a cama-

da adjacente a placa -superior tem velocidade Uy -

Cada camada de gas exerce uma forga tangencial nas
camadas adjacentes, tendendo:a-retardar o movimento da mais
rapida e aumentar a velocidade da mais lenta. Essa propriedade
do gas & chamada de viscosidade e as forcas devidas a viscosi-
dade chamam-se de forcas viscosas. Fisicamente podemos entender
o conceito de viscosidade como uma interacdo entre camadas que
se processa por meio das colistes entre as moléculas do gis.

ée as duas placas forem suficientemente extensas, a

velocidade U do gas depender3 somente de y:



Verifica-se experimentalmente que a forga viscosa F

em qualquer ponto do fluido € dada pela seguinte relacdo:
du

F = nA dy
onde A @ a 3rea da camada (igual a area das placas), du/dy & a
derivada de u com relagao a y e o coeficiente n representa a
viscosidade do gas.

Num tubo longo de segao reta circular no gqual se es
tabelece um fluxo de gas (figura abaixo) as camadas de fluxo
tém a forma de cascas cilindricas cujo eixo comum & o eixo do

tubo. A velocidade do gas & maxima no eixo e se anula nas pare

des. D perfil de velocidades & uma parabola.

0 .valor de n para um determinado gas tanto pode ser

- 21 -

medido experimentalmente como pode ser calculado em funcio da

temperatura absoluta, do diametro d e da massa m das moléculas:

172

- 2 mkT

nmva = o (=) (18)
ki

]
"
L] -

Essa Ultima igualdade foi obtida pela substituicido
de n, v e A pelas respectivas equagdes (11), (9) e (16). E in
teressante observar que, ao contrario dos 1quidos, a viscosi
dade de um gas aumenta com a temperatura.

A expressdo (18) & valida para um intervalo :# de

pressdo e & deduzida de acordo com um modelo que a) n3o preve

forgas de atracdo entre as moléculas do gas, e b) supde valo-

res de X pequenos em

paredes da tubulacgdo.

de atragao nao podem

baixa, poderemos ter

comparagao com as distancias entre as
Se a press3ao for muito alta, as forgas
ser desprezadas. Se a pressao for muito

A z (distdncias entre paredes). Em ambos

0s casos a equacgao acima deixa de ser uma boa aproximacao para
o valor da viscosidade.

Nos sistemas CGS e MKS as unidades de viscosidade

sao respectivamente

1 Poise =

1 Kg.m_].

1

1 g.cm_].s- = 1 dina.s.cm 2

=1 N.s.cmf2



