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Topico 9
Cavidades ressonantes



Cavidades Ressonantes

Considere uma regiao fechada onde as propriedades da
matéria (u e €) sao diferentes do resto do espaco;

Consideremos a auséncia de fontes (cargas ou correntes.
Portanto, temos seis equag6e5'
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Se considerarmos a dependéncia com o tempo de uma Unica
frequéncia, entao teremos eq. para as componentes do tipo:

vqu(r)ﬂ““ W(r)=0=[V>+k>]=0

C
As condicOes de contorno na interface (nao magnéticos)
serao do tipo:

W, (int) = W, (int); VW, (int) = VW (int);
VW, (int)/ e = VW, (int)/ ¢



Cavidades Fechadas

e As cavidades fechadas todos os campos sao nulos fora dela;
sendo assim a condicao de contorno fica:

W( fronteira) = 0; VW ( fronteira) =0
* Nos casos separaveis, material homogénio ou geometrias

particulares; sera um produto de 3 funcdes, cada uma funcao
de uma dimensao; e teremos trés equacoes do tipo:

Pu(x)+ Aw(x)u(x)=0;

xosi[ (x)di]w(x)

dx X

* Onde A, o auto-valor, esta relacionado com k;

e Esta forma auto-adjunta, coma as condicoes de contorno
acima, garantem A sao reais e que podemos sempre
construir uma base ortogonal completa em cada dimensao
para funcoes no dominio da regiao;



* De forma geral entao temos para cada w,, uma solugdo @ (r)e o
conjunto de fungdes @ (r) formam uma base ortogonal completa
para descrever qualquer funcao de r na regiao;

* Como cada @, (r) é solugao com uma frequéncia, se num num
instante inicial, temos I{r,0) entao:

L(7,0) =) a,8,(F)e™;
a,=[ @, (FT(7,0)d°r; i ¢, (F)g,(F)d’r =9,

* Em geral, temos uma mistura de frequéncias, mas se tivermos
um I{r,0) =@ (r), o sistema permanecera neste estado
indefinidamente oscilando numa unica frequéncia (largura de
linha nula); O mesmo pode ser dito se fixamos um ponto do
espaco e temos uma oscilacao f(r0,t); teremos uam mistura de
requéncias com as distribuicoes espaciais correspondentes

D(F.0)= Y a,6,(Fe™;

a, = f e "T(7,, t)dt; f e’ e'dt =(1/2m)d(w, - w,)



Exemplos

* Cavidade em forma de paralelepipedo;
e Modo TE;

Do topico 9, vejamos o guia retangular, agora
fechadoemz=0ez=c

/\¢




* No problema do guia tinhamos: exp(zikz), sendo que
temos ramos de K ,(w) ou temos ramos de w, ,(K)

a)pq(k)=c\/(m) +(ﬂ) L

’ n\\ a b

* NocasoTEB,=0emz=0ez=c, B=Wexp(tikz),
entao:

B_(x,y,z)=YW(x, y)(E cos(kz) + Fsen(kz));
B.(x,,0)=0=E=0;B.(x,y,c) =0= Fsen(kc) =0= k,c =lm;[ = £1,+2,..

e SO algumas frequéncias podem existir:
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 Temos entao as constantes de propagacdoemx, y e

Z, kxip=prc/a , ky’q=qn/b, k, =lrt/c
B pz 2
k= (ko ke, k. )k? = | 5+ =+
a- b° c
* Consideremos a=b=c=d Para k? grande
(comprimentos de onda muito menores que d,

k2

temos o numero de modos: A
14:#(3 k3d3
Ny=83 2% -
(r/d)y o6mx
k° dn(k) Kk’
kyY=N(k)/ Vol =——; k)= = X
n(k) (k)/ Vo 67 pTE( ) Jk 272
dn(k(w)) dk  &* w
W) = = k=—
Pr (@) dk  do 277 c
_dn(k(w)) dk do  Ax v 2m  Amv’ _8av’
P (V) = Tk dodv - 2032 o s Prpamy (V) = JE



Exemplos

e Cavidade cilindrica: Comecemos com o guia
cilindrico;
* Modo TM; W=E_; E,=0em r=R

* Do topico 8, agora fechadoemz=0ez=c
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(V2+y () =0, =

( ) 1‘92‘P+y2‘11 0:W = P(p)(g)
pap

il
2 2
1dq)+)/,0 =(; 12d(12)=—M2;M=O,1,2,...
Pdp (Da’gﬂ ‘Do’ dy

— +(y*0°=M*)P=0;
ﬂdp(dp (y°p )

E_=AJ,|y(k)p][Bcos(Mp)+ Csen(M@)]| D cos(kz) + Esen(kz)];
Jyuly(k)R]=0= yM,N(k) = XM,N /R

* Onde X,, \ € a n-ésima raiz da fungao de Bessel
J(x)



* O campo elétrico transversal deve ser nulo nas
tampasem z=0ez=H, entao:

Et = —Kﬁ E. = —K[D cos(kz) +Esen(kz)]V (PD);
v v’
E(z=0)=0,E(z=H)=0=D=0;kl =ln/H
* Ou seja, quantizamos os valores de k.
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) nw I’w _ c [ Xyn I'm
YN = - Wy ni =~ +

9 CZ H2 94V o R2 H2

9

Wpin = Wy 11 = \/;f 22,R H =1mm;v_. =440GHz
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* Os modos com M=1,2,... e o primeiro zero, N=1 sao
modos confinados proximo a superficie. Isto ocorre
devido as propriedades das funcoes de Bessel neste
caso.

* Podemos graficar as funcdes P(po) D(¢):

N="1 O N=t

* Estes modos tém 2M nodos/antinodos que se

concentram cada vez mais proximo a superficie. Sao
chamados whispering gallery modes. 1



Disco Dielétrico
Consideramos o problema bi-dimensional

O confinamento no plano é dado pelo resultado do
“slab waveguide”onde obtemos o n_4 para a
propagacao confinada. Em geral a espessura é tal
qgue somente um modo (TE e TM) é permitido.

Aproximamos o problema considerando a condicao
de contorno como o caso metalico ou seja nulidade
de E tangencial ou B normal na borda.

As ressonancias:

n 0] 2
2w 2 XM,N TE . TM C XM,N
y = 9 = 7/M,N - -




Cavidade Anel

* Um guia de ondas que é distorcido para formar um
anel.

* Os modos que podem existir sao continuos apds uma
revolucao. Entao os k's e, portanto, as frequéncias w

sao discretos.

!

k 13



Perda de energia

* Se existe dissipacao da energia armazenada na
cavidade, inicialmente preparada num modo @, (r),
qgual deve ser o efeito espectral;

* Consideremos agora que a energia decaia
exponencialmente com o tempo de vida fotdnico

U(t) = Alp(r,t)| = 4e™'" = 4e™"%;0 = w1,
* Onde Q é o fator de qualidade da cavidade;

T
0-w, =212 P g en
r ‘ U(t) a)n Rperda r
dt

* Para este decaimento, propomos:

_ iw"tmé) iAw,t 2 _ 2 _wt/0
P(r,t) = f(r)e e |p(r, 0| =|f(r) e




* Atransformada de Fourier desta amplitude nos da o
comportamento espectral:

s L0

—+(a) w,-Aw, ]

>0 _mdt_f(r) dt
\ 0;t<0 J \/Ej;
fr)/N2x
(w,/20)+i(w- a)—Aa))
G w)‘ . | f()] _ f»r
w-w —-Aw i w_a)a\z
n n +1 +1
( ®,/ 20 ) (1/27/

* Temos um curva Lorentziana centrada em w_-Awm,
Ou seja, temos um desvio da ressonancia por Aw,, e
uma largura de meia altura de w,/Q ou 1/1:p;

* Quanto maior Q ou o tempo de vida fotdnico, menor
a largura de linha.



p(ro)| =120 = L(w-w,) =1/2r,




Calculo Direto Aproximado:
Cavidade linear

Consideremos uma cavidade linear com dois
espelhos com refletividade R, ganho g e perdas
por espalhamento a da propagacao;

A intensidade de uma onda plana propagando-se
na cavidade linear é: I(x) = ,e(9-9/

A amplitude da onda entao deve ser:

E(X) — Eoe[ik+(g'a)/2]x=|01/2e[ik+(g-a)/2]x



* ApOs a n-ésima volta completa, temos:

En /EO _ Rn.e[ik+(g—a)/2]2nL _ e[ik+(g—a)/2]2nL+2n€n(r);r _ /R

* Portanto, o campo total num certo ponto da
cavidade, se esperarmos um tempo longo, combina
contribuicdes com diversas numero de voltas:

Lik+[(g-a)/2+(1/L)¢nr]}2L
ET/EO=E(el+ga + n )n
n

 Temos uma série geométrica que converge quando:

(g-a)/2+(/L)n(r)<0;g<a-(/LYn(R)=g,_ ...

 Mais ainda, temos as ressonancias em :

" =1=k =mx/L,w, =(c/n)mx/L



* Aintensidade do campo é E.E*

| |
{ik+[(g-a)/2+(/L)Inr]}2L \n
ErTE, = E (e ™" )" = | _ plik+l(g-a)/2+(1/L) imrT}2L
|
. = A=[(g-a)L-/n(l/R
T ey ratsint(hy (& T L= L)
|
Iy

T (1= Re“ Y 4 4R =L gin? (kL)

e Se A=0 (limiar) temos divergéncias nas
ressonancias! Ou seja, quando as perdas

igualam ao ganho temos picos com largura de
linha zero em torno das ressonancias.
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e Finesse:

Il l

I = MAX _ MAX
2
F/\ «in? F
+(%r) sin“(kL) 1+ (/) sin (a)L/c)
1 4R.e*"
fa = (1-R.e®hy s \/(1 ~ Ry
I \ Lyax —IMAX/2=>A(a)L/c)~2FE

0w, =melL = (F/)(a) w ) (L/c)

2J'L'C Aa) 2mc L 2 1
Aw = = =

FL w  FL mmc mF Q

m

e O Qestarelacionado com a finesse e é tanto
maior quanto maior w,,, ou m.




Fator Q

* Expandindo-se a expressao da pagina 19 em torno de

uma ressonancia w,, temos:
1

(1-e*) +4e*(nL/c)’(w-w,)”’

[l (w=w,))= ;A=[(g—-a)L-/n(1/R)]

[l (w=w,)= (1-e’)”
! " . 4e*(nL/ c)?

(I-e%)
e nL nlLw
0= A W, =" =07,
(1-¢e%) c 2csinh(A/2)
_ nlL

P 2esinh(A/2)

* Notem que no limiar Q - e<; Proximo ao limiar:
nLw,

cA

(0-,)

A=0=sinh(A/2) > A/2=0 — -

Le (c/n)A
T

= (c/n)(g-a)-(1/L)tn(1/R)]




* Podemos expandir isto para cavidades com
multiplas reflexdes com g muitas reflexdes e q
segmentos (l,+ |,,...= L;).

1 .

(1-e*) +4e*(nl, /2¢)(w-w,)’

A=[(g-a)l; 2+ In(nr,.r,)] /\r2
(1-e*) ’

[l (w=w, )=

Il (w=w, )=
r 2 4e*(nL, / 2¢)’ )
1+ (1 TA)Z (C() — a)m) Iy ‘\/\I’:g
—e
A/2 Iy

0 - 2e nL, ~ nlo, T

(1-e") 2c 2c¢sinh(A/2) "7
-~ nL,

P Dcsinh(A/2)



Cavidade anel
e |L=27tR

* As perdas sao distribuidas na rugosidade e
incorporadas em a.

A=[(g-a)mR];0, =2
R

AN —

]T(wza)m)_ (1 - )

4e” (naR / c)’

L+ (0-,)’
(1-e)’
0 - 2et? nJer __nmRkw, — nam
(1-e*) ¢ ™  csinh(A/2)  sinh(A/2)
nJR

» " csinh(A/2)



Cavidade anel
e |L=27tR

* As perdas sao distribuidas na rugosidade e
incorporadas em a.

A=[(g-a)mR];0, =2
R

AN —

]T(wza)m)_ (1 - )

4e” (naR / c)’

L+ (0-,)’
(1-e)’
0 - 2et? nJer __nmRkw, — nam
(1-e*) ¢ ™  csinh(A/2)  sinh(A/2)
nJR

» " csinh(A/2)



Poligonos de 2M lados inscritos em
circunferéncia de raio R

[ (w=w,)= : ;
! " (1-et)? +4et(nl, /2¢) (w-w,)*

A=[(g-a)L,/2+Min(R)];L, =4MRcos(z/2-m/2M)
A/2
0 - 2e A nL., 0 =— r.zLTa)m - 0,1,
(1-e”) 2c 2csinh(A/2)
_ nl.
” 2csinh(A/2)
* Este caso aproxima-se aos modos whispering

gallery modes;

* Para M grande, aproxima-se do anel
L, =4MRcos(w/2-m/2M)—>
4MR[COS(JT/2) cos(st/2M )+ sen(ﬂ/ 2)sen(m/2M )] — 4AMRm / 2M = 27R



Problema Geral

Deve-se resolver as equacoes de Maxwell por diferencas finitas no tempo e espaco;

O calculo de Q pode ser feito:
— Forcando uma certa freqliencia (e't) num ponto da cavidade e obtendo a poténcia
saindo da cavidade num estado estacionario;

— Colocando um pulso rapido (espectro aberto em frequéncia e acompanhando a
evolucao temporal nas diversas frequéncias na cavidade;

— Criando-se fronteiras onde qualquer onda é absorvida sem qualquer reflexao. Ou
seja, trazemos o infinito para esta fronteira e resolvemos as eq. De Maxwell. A
integral do vetor de Poyinting em toda a fronteira da cavidade numa certa
frequéncia nos da a perda de energia. Mais diretamente, obtemos solucdes com

frequéncias complexas que em si provém o Q da cavidades.

-y,

o ——

No caso do disco, transformacao conforme transforme o problema num slab waveguide
com perfil de indice de refracao nao uniforme. (N. C. Frateschi, A. F. J. Levi)



Acoplamento guia cavidade anel

81 b1
> >

(7 "\

entrada saida

* Suponha que colocamos um pulso na entrada do guia de onda
com amplitude aj.

Ao propagar, parte da onda (fator k) acopla no anel e forma o

pulso com amplitude b,. Parte da onda (fator t) vai para a saida
com amplitude b;.

* O pulso no anel propaga e leva a um pulso a, que pode acoplar
no guia com fator k, ou continuar no anel com um fator t,.

28



Trés regimes:

* O tamanho do pulso (7,) € menor que o tempo de uma volta
(7,) no anel: 7,< 7,

— No dominio do tempo veremos o pulso na saida e varias
repeticdes em intervalos de ..

— No dominio da frequéncia veremos um espectro com
largura Aw~1/ T, inicialmente e o espectro se modifica
persistindo as frequéncias de ressonancia da cavidade
anel;

* (Caso intermediario: o pulso tem tamanho comparavel ao
tempo de volta: 7,~ 7,
— Ainteracdao ocorre em somente parte do pulso;
— Este caso é complexo e necessita um estudo caso a caso.

* O tamanho do pulso € muito maior que o da volta: 7,>>> 7,

— Caso estacionario. Este caso sera estudado a seguir e implica que o
pulso interage consigo mesmo completamente.

— Este é util para estudar o acoplamento.



Caso estacionario™

b, t k\(aq
Podemos escrever: b, B kt)\a,

Se o sistema é conservativo: |b,|%+|b,|%= |a,|%+]a,]|?% a
energia que entra do lado esquerdo é igual a que sai do
lado direito do acoplamento;

Podemos escrever:

2 * 2 2 * * * * 2
bl‘ =bb, = ‘t‘ ‘al‘ +tk aa, +t ka,a, +

2
k‘ ‘az

o

2 * 2 2 * * * * 2 2
bz‘ =b,b, =‘f1‘ ‘az‘ +t,k a,a, +t kaa, +‘k1‘ ‘al

b+ = +|kDla]” + (6] + k)| +ads @k +6k) + aya; (£ k + 1.5

‘ 2

Isto implicaem: ¢=1;k =k (" +[d) = (1| +k|) =1

Portanto: b (t  k\(a)
b, -k a, )

*A. Yariv ELECTRONICS LETTERS 17th February2000 Vol. 36 No. 4




Se considerarmos que |a, |*= 1W (todas amplitudes sao
normalizadas com respeito a a,);

E que a,=ae®b,, ou seja ao propagar o anel ha variagao
de fase 0 (wL/c, L é o perimetro do anel) e da amplitude

da onda o (meios passivos 0< o <1 e meios com ganho
a>1).

E definirmos t =| t | e'” , OU Seja, a transmissao causa
variacao de fase ¢, e amplitude |t].

Podemos obter a, e b,, amplitude no ressonador e
amplitude transmfa@a

‘b‘ b ‘t‘ 2a‘t‘cos((9+¢t).
1 = 1~1 =

1+ aﬂt‘ - 2alt|cos(6 +¢,) ’
. a’(1-|t))’

| |
= T —2akeos 0+ 9)




E interessante o caso em que 0+¢,=m2.
Neste caso as expressoes se reduzem a:

. _ Loy
bl =bb = -
‘1‘ o (l—a‘t‘)z’
a," = a,a; = a’(1-[").
S v e

Notem que quando a =|t| ndo haverd transmissao e toda a

energia se concentrara no anel. Também vemos que :
2
‘2 a .
— 2 N
(1-a)

‘az

Para a=1 (nenhuma perda no anel) a energia em cada modo
diverge.



e Acoplamento critico ou nao:

Caracteristica espectral
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* Dependéncia com a perda e transmissao no
acoplamento critico:

0.045 06 /\ N /~  —Disco

- VAR AN
e L - : ..

 Eo I w  w oAy
el L 2 NARAN
R0/A VAV R

0 2 4 0 X
O+t (X ) +ht (X )

Poténcia

a=t=0.1 a=t=0.5

60
4.5 —Transm ..
—Transmi... DG,
4 —Disco 50
3.5
- 40
@© = g
2 25 @ 30
% 2 8 20
a
1.5
1 10
0.5 +f 5
0 \ 0 2 4
¢ 2 4 0+t (X 7)
0+t (X )

a=1t=0.9 a=t=0.99



 Amplificacao no disco (o> 1, a|t|<1)

1.5

Transmitido

~
\V

2
0+t (X )

|

Poténcia
(@)
n

o

1.8 2.2

a=1t=0.9

Transwitido

;‘ J/\L

1.8

Poténcia

2.2

2
0+t (X 1)
a=1.05t=0.9

Com a amplificagdo no anel, podemos gerar
ressonancias transmitidas tao estreitas quanto
queiramos fazendo alt| — 1

1.5 Transmitido
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©
ks
C
«@0.5
s
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(a1
0
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O+t (X )
a=11t=09
500 Transmitido
400
00
o
<800
Q00 ,
(o
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1.8 2 2.2
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a=11et=0.9
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Geracao de pentes de frequéncia

* Mistura de 4 ondas: dois fotons numa
freqiéncia w, e vetor de onda k, podem gerar
dois fotons nas frequéncias w, e w; desde que
se conserve energia e momento: 2 w,= m, + W,
e2 k,=k;+k,

A

v




Efeito ndo linear depende de X e alta intensidade do
campo eletromagnético (ou alta densidade fotonica);

Cavidades pequenas com alto fator de qualidade Q fazem
aumentar a intensidade do campo por concentrar os fotons
espacialmente e manté-los confinados por mais tempo.

Numa cavidade anel com indice de refracao n, para modos
com A << perimetro, temos que os modos ressonantes sao:

2 2 .. L L
w, =mﬂ=>km =m—ﬂ=>ﬂ,‘;fc =— =" =—;m=0,x1,22....
nlL L m nm
Portanto os modos sao igulamente espacados em
frequéncia e k (energia e momento).

m-1 m m+1 m-1 m m+1

~ c27T

Aw=——
nlL g




* No entanto, o indice de refracao é funcao da frequéncia
n(w) devido a:
— dispersao no material;
— dispersao devido o confinamento eletromagnético;

A dispersao no material em geral é tal que n aumenta
com a frequéncia (diminui com o comprimento de
onda) dispersao normal.

 Adispersao do guia é diferente. Lembremos que ao
resolver o guia obtemos w(k) ou k(w)= ck/n(w);
— No espaco aberto esta relacao so varia devido a variacao do
indice;
— No caso confinado, cada confinamento leva a uma funcao
k(w) que perto de uma frequéncia central ainda vale:

k)], = n(w())%



 Expandindo em torno de uma certa frequencia:
dk () _ dn(w) @ . n(w) dk(w)
dw dow c ¢ dw

dn(w) 1{( c nicln niv
)
 Agora, em geral a velocidade de fase local (em torno de
w, linha pontilhada em vermelho) é maior que a
velocidade de grupo (derivada de w com k em w,, flecha

azul) dispersao normal; no entanto, pode ocorrer que
V>V ou v:<0. Nestes casos dn/dw<0, dispersdao anémala.

A

=1/v.;

v



entrada

saida

v

v

Projetando-se o guia de onda corretamente, pode-se
compensar a dispersao normal do material com a anémala do
confinamento de tal forma que dn/dw total é nulo e as
condicoes de conservacao de energia sao satisfeitas para
modos subsequentes : 2 fotons do modo m geram um foton
no modo m-1 e m+1. Isto ocorre sucessivamente.

Portanto, injetando-se uma frequéncia de ressonancia do

anel, para a qual a dispersao foi suprimida obtemos diversos
modos espacados de Aw=“" em toda a regiao de validade da
dispersdo nula. " v



Bandgap fotonico

Consideremos a equacao de onda no caso harmonico
monocromatico:

R Yl =

Vx(VxE)-w e(r)uk =0;
Consideremos que a constante dielétrica do meio tenha uma
periodicidade caracterizada por uma rede:

—

R=ma, +la, + pa,;

Portanto, a constante dielétrica pode ser expressa como uma
série de Fourier envolvendo os vetores da rede reciproca, G;

— _:G.r
e(r)= Eeée -
G

Expandindo-se o campo elétrico em termos do vetor de onda,

temos: E(l_;) =fd/‘€’2(/;)e—ﬂ€.f



e Substituindo na equacao as expressoes para 0 campo € a
constante dielétrica, temos:

[d’kk x[k x A()]e" -’ wy, [ d'ke A(k)e** " =0
G

k+G=k'=d’k=dk'=
—fd3kl€ X [lg X A(lg)]e’;‘? —a)z‘uzfd%eéﬁ(lg — (q})e’;i’7 =0
G

= k x [k x A(k)] +w2MEgéA(1€ ~G)=C
G

V x A(k)e*" =ik x A(k)e*"
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* Para cada k (continuo), temos infinitas equacdes acoplando os
infinitos coeficientes A(k) com A(k-G); portanto, cada raiz do
determinante secular nos leva a um possivel grupo de A(k-G), com
o campo dado por:

E.(7)= EA(k Gye "
(k=G). (r+R) (k.R) (k=G).F
E.(F+R)=Y A(k-G)e” - -
2 2 Ak
= E (7 +R)=e""E ()

e Que sao ondas de Bloch;

* Notem também que cada raiz do determinante nos leva a uma
relacao de dispersao w(k); Estas relacoes de dispersao formam as
bandas, cuja a estrutura depende nao sé depende da
periodicidade de & como da orientacao de E e da direcao de
nronacacao k:



Em certos casos de periodicidade, para certas orientacdes do
campo e de k, pode ocorrer que uma faixa continua de ® nao
tenha solucoes reais de k; nestas regioes, temos bandgap
fotonico onde a propagacao de ondas é proibida, levando a
reflexao;

Portanto, estruturas periddicas podem ser de extrema
utilidade por prover:

— Relacdes de dispersao que dependem da periodicidade da
constante dielétrica e da orientacao do campo e da
direcao de propagacao e nao somente de propriedades
dos materiais;

— Dependéncia com a orientagcao cria um novo universo de
materiais bi-refringentes;

— Bandgap fotonico pode levar a selecao de modos de
acordo com a orientacao do campo, alem de prover,
reflexdo e/ou guiamento da luz;



1D

Para exemplificar o bandgap fotonico; facamos o caso de
periodicidade unidirecional (direcdo z com periodo A) e
campos na direcao transversal, para propagacao na direcao

k=kz e E//x;
Neste caso, a equacao final da pagina 3, fica:

k*A(k) - afﬂz g, Ak —12w/A) =0

Consideremos o caso onde somente ¢,e €,=¢ , sao nao nulos;
(Esta aproximacao é exata se a constante dielétrica tiver um
comportamento puramente senoidal)

Neste caso:



* Temos:

(k* -’ ue)) A(k) - o’ ue [ Ak - 2w/ A) + A(k + 2/ A)] = 0;
[(k=2m/A) —w’ue,JA(k =2/ N) — @’ ue [(A(k) + Ak - 4/ A)] = 0;
[(k+2m/A) -’ ue,JA(k + 2w/ A) - &’ ue [(A(k) + Ak + 4/ A)] = 0;

 Desprezando-se o termo em segunda ordem
£,A(k+4m/A); temos:

(k- 0’ ue,y) - ' ug, - W' ug,
—w’ ue, [(k=2m/A) -’ ug,) 0 b|=0
—w’ ue, 0 [(k+27/A) -’ ue,]||c

a=A(k):b= Ak -27/ N);c = Ak + 27/ A)




* Temos solucao nao trivial se:
(k> =’ ue)) (k=211 Ay’ -’ ug, |[(k + 2w/ A) - &’ ue,]

— (@’ ue)’ {[(k-27/ Ay’ -’ ue, | +[(k+ 2w/ A -’ ue,]} =0

* Para k=0, temos solucodes:

2 2
o = 0.0 = (27 /A) 0 = (27 /A)

UE,

2

2u
(ue, + . -)
* Para k=xm/A, temos as solucdes aBroximadas:
, _Br/A) o (w/A)’ o (r/A)’

HUE

w

— g b + g
ugy(1+-—+) uey(1-—+)
L. , & € .,
* Um gap principal se da entre w, e w_jtambém
entre w, e ;. sendo tanto maiores quanto
maior €,



- (1/ueg)V2m/A

v

/A /A K
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Cavidades Ressonantes com PBG

 Se criarmos um defeito na rede cristalina fotonica,
pode-se obter um armadilha fotonica onde se

confina os fotons. Uma frequéncia no meio do gap so
pode existir no defeito.

* O bandgap fotdnico pode existir para uma
polarizacao e nao para outra.

 Exemplo: rede hexagonal 2 D com defeito (H1)




Estrutura de banda
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Bandgap Fotonico planar kz =0

Limites (Linha azul):
(£ € um segmento numa dada direcao)

w=(c/n) K2 +k> +k2k, =0=> w=(c/n)Jk> + K’
['—= Mk, =§&cos(30);k, =-&sin(30);w = (c¢/n)§

4*

M — Kk, =§sin(30)+ — = &c0s(30) - \@a ;o = (c/n)\/é‘ + %

K—=Tk, =0k, =& 0=-(c/n)§

52



Optomecanica (Breve introducao)

* Consideremos que temos um numero N de fotons com
frequéncia ressonante w, huma cavidade

ressonante;Portanto, a energia na cavidade é £ = Nha)n

e Se fizermos um trabalho deformando a cavidade com

um valor dg, tal que a ressonancia mude, os fétons
mudam de frequéncia e a energia fica:

dE = Nhdew, = Nh ‘;‘? dE = Nhg dE
 Otrabalho e a forca sao:

dW = F, dE = dE = Nhg,;

F, | foton=-F, | foton = -h—= = -hg,



Cavidade Fabry-Perot

* Uma dimensao e comprimento L; As ressonancias

5a0:. mac 2mi
o) = — ;
! L Trt
e Se quisermos calcular a forca como vimos atras,

teriamos: B B
AX
—2> | €>

Fap

<— >
Fop L

dx = —dL

dow, do, hmac

n

dx dL I’

F, / foton =h

9



Mais fisicamente:

Considere uma cavidade Fabry-Perot em que um dos
espelhos € movido com velocidade uniforme v;

Considerando o espelho perfeito, cada foton que
bate transfere um momento de Ap = 2E/c;

O espelho se movendo com velocidade uniforme
tem AL = v At;

O numero de vezes que cada foton bate no espelho
num certo intervalo At, é At/t,,;(rt:round trip)




e Obtemos a forca entao:

2E At 2E AL/v

Ap = FAt = — =
c T, c T,
FAtv=FAL=—2EAL=F=—2E1
c T, c T,
F=_2ha)m 1 =_2hmJTC/L c =>F=_hm;w
c T C 2L L

rt

* O sinal negativo é porque vai no sentido —x.



Acoplamento

* Cavidade Fabry-Perot e um espelho de massa
m preso a uma mola de constante K;
P _

L

<>
AX

* Notem que os sistemas se acoplam pois Ax=F/
K=F/(mw,?)( o, é a ressonancia mecanica) e F
é a forca aplicada a cavidade e estara
relacionada com mudanca de frequéncia da
mesma e com a forca optica.(Ainda
consideramos a mola classica)



IViodulagao (ver artigo de ziper laser - [hiago
Alegre et al. e anéis acoplados Gustavo
Wiederhecker)

Considere dois modos da cavidade w_, e w.. Se
aumentarmos o numero de fotons em w,, 0 que ocorre em
w,?

O aumento de fotons AN em w,_, causa uma forca optica

dada por:
P Fop=hd;mAN=hgmAN
X

F_ hg AN
Esta forca causa uma variacdo em x de:Ax = —% = Em

K K
Esta variagcdao causa uma mudang¢a em w_dada por:

do, . _ g Ax = ng,g.,AN

Aw, =
dx K



* Se AN é causado por uma poténcia P, temos

que:
P P
AN =—"-7, =—" O
hao, ho, o,
P
"8:8n 10 gm PO
Aws — m m — gng ;’l’l m
K Kw

m

* Ou seja, ao injetarmos luz em uma ressonancia,
podemos variar uma outra ressonancia;

* Este efeito sera tanto maior quanto maior for Q
e menor K;



Sistemas mecanicos no estado
fundamental

e E interessante pensar na interacdo do
oscilador mecanico (agora quantico) com
energias E_=(n+1/2)hw,/2mx;

* E possivel usar a interacio com o oscilador e
resfria-lo ao estado fundamental, N=0;

K e e




Sistemas mecanicos no estado
fundamental(visao classica)

* Votemos ao sistema do espel N0 acoplado a um oscilador.
KT _

i L i
<

. . X ,
 Consideremos que a cavidade tem fétons num modo
w,,-que ocorre para o L médio da oscilagao; a forga Optica
conforme definimos é esbocada abaixo em funcao de x.




A forca definida como

do,
F, / foton =n

=i
T | Em

é resultado do momento transferido pelos fotons
acumulado em sua circulacao na cavidade; Portanto, existe
um “atraso”para que ela ocorra.

Também, a quantidade de fétons batendo no espelho por
unidade de tempo depende de t,;

Portanto, ao diminuirmos a cavidade (aumento de x),
diminui o T, e a quantidade de fotons que batem no
espelho por unidade de tempo aumenta. No caso contrario
diminui. Portanto, existe uma assimetria que resulta numa
forca maior para se opor a oscilacao para a direita e uma
forca menor para aumentar a amplitude no movimento a
esquerda. Ou seja, os fotons freiam o oscilador.



e Se forcarmos a assimetria, bombeando fétons ligeiramente
de-sintonizados com a cavidade tal que o oscilador ao
mover-se em x traz L a ressonancia, a forca de
amortecimento € maior. Ou seja, pode-se diminuir mais a
amplitude da oscilacao. Num limite reduzimos o numero
guantico relacionado a oscilacao e a energia decresce com
E =(n+1/2)hw,/27w, tendendo ao estado fundamental
hw,/4m;

* O contrario (amplificacao da oscilacdo mecanica) pode ser
feito colocando-se o bombeio dgg a direita do maximo de

gm. (seta vermelha) /\

N




* De fato, o oscilador impde dois
picos sateélites em torno de w_, de
;.

* Ou seja, o espelho modula a
ressonancia optica. A ressonancia
optica pode retirar excitacao do t
oscilador harmonica. Para tal, o
satélite Stokes deve ser
completamente suprimido.

/A ,

Stokes (da fonons Anti-stokes (tira

do oscilador)

fonons do
oscilador)



Analise (+/-) Quantica

* Consideremos o sistema de fonons w,,
(oscilacoes mecanicas) e oscilacoes
eletromagneticas w,,.

* Se a oscilacao muda a frequéncia da cavidade,
os sistemas estao acoplados:

E = nopha)op (x)+n phoha)m @, (x) = Dy op + omX =

N

+n,,ho, +hg, n, x;x = f (b+l;7t)
Zmeffa)m

Enha)

0,0p

H=hw,,d'a+n,ho,, Z;TZ; 1- hg&*&(l;+l;T),g = 8om "
2meﬁpa)m



Existe uma troca entre criacdao/aniquilacdo de fénons e fétons
em equilibrio;
Lembrando que o sistema, tanto de fétons como de fonons, é

dissipativo, temos perdas de fétons para o vacuo e perdas de
fonons com a excitacao de osciladores do banho térmico.

Ha uma largura de linha relacionada aos processos;
Injetando-se fétons com frequéncia w,:

. - IWt A AT
! -
+ihyk,a, e "(@- a')+ ..
Estes acoplam melhor com os picos Stokes ou anti Stokes;
num caso, tira energia dos fonons e coloca nos fotons

(resfriamento); no outro, excita fonons tirando energia dos
fotons (amplificacao);
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