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Estrutura de banda (breve resumo)

Nosso problema é encontrar as auto-func¢oes de 1 elétron sujeito a um
potencial periddico.(Vamos nos restringir a 1D por simplicidade ( o
conceito fisico é mais importante que a manipula¢ao de somatorios e
vetores)

Considere um elétron livre com um auto-estado para o eletron :

P, (x) =A,e'**, onde k pode ser qualquer niumero real. O momento do
elétron é hk e a energia h?k?/2m (Nao ha restrigdo a k).

Considere um cristal com parametro de rede a, de comprimento L, onde
L>>a e L >> Ly g4 dO €letron. Claro L= Na, N o nimero de atomos
(carogos idnicos).



* Eintuitivo que W, (x+L) = W, (x+Na) = ¥, (x)

* Entao, esta restricao do confinamento implica numa
quantizacao de k (quasi-quantiza¢ao) k =n2s/L; ou
k.=n2m/Na; n=0,1, ...

* Notemos que para -it/a<k<st/a primeira zona de
Brillouin)

temos N possiveis k . (Em cada zona de Brillouin ha um
numero de estados espaciais (k) igual ao numero de
pontos da rede); uma zona de Brilloiuin descreve
todos os estados dos elétrons: ekx=gilkrm2m)x



Vibracao dos carocos idnicos
e o o

K
u Un+1

n

* Consideremos pequenas oscilacoes (potencial
parabdlico): U=%K2[u _y 1]2;T=lm2[u 7
n n— 2 n

* Para o m-ésimo caroco: 9L _d (9L} _,
ou. dt\ ou

m

M]—KXht—u )rn>1m<A4+1££=4m4=$

ou, Hmel o,

mum + K(zum_um—l _um+1) = O




e Se fizermos:

[(kna—aw. L JT
um =C€ o t);u1=uN+1:>kn =ﬁ27
K K
w’ =—(2-2coska)= w(k) = 2\/:‘Sen(ka/2)‘
m | A m
’ T e e e
O /a " ’







Potencial periédico

* Agora, consideremos o potencial criado pelos
carocos ionicos U(x); Este tem a simetria da
rede e portanto pode ser expandido numa
série de Fourier com componentes U, e,

K., ,=m2m/a, com m=0,%1, ...

U(x) = E U.e™

Y(x)= Z c.e™



* Substituindo na eq. De Schroendinger, temos

| | h2k2
(e —e(k))c,e™ = c, U e (k) =
k k~ K
K

2m
* Para um dado k no lado esquerdo, ha infinitos

termos ¢, que resultam numa exponencial
e’k Agrupando:

(e (), = Yo, Uy

K




Essencialmente temos em cada zona de
Brillouin:

— N estados k;

— para cada k, temos infinitas equacdes acoplando os
infinitos coeficientes ¢, , uma vez que existem
infinitos K.

— Este problema secular tem, em principio, infinitas
(n) solucdes ¢,(k);

— Ou seja, teremos infinitas func¢des ¢,(k), chamadas
bandas( cada uma com indice n). E para cada k,
infinitos auto-estados (com indice n):

W, ()= Y et
K



Ondas de Bloch

* Notem que a expressao das fun¢des W, (x)
sao tais que:

W, (x) =Y ! = (E " e ) =e"u, (x)
K

K
* Onde u(x) € uma funcao periddica na rede:
u(x+a)=u(x), pois e'X3=1 para qualquer K.

+ Asfuncdes W, (x)=e™u (x)sdo chamadas
ondas de Bloch.



* Ou seja, as solucdes para um elétron na rede
cristalina sao ondas de Bloch.

* Por fim, a onda de Bloch tem a seguinte
propriedade:

W (x+a)=e™e™u (x+a)=
=e™e™u (x) =e™W,_(x);

=W (x+a)=e"¥, (x)



Solucao par as bandas (e—¢€(k))c, = Eck—KUK

K

De fato, devemos esperar que o potencial periodico
deva ter somente alguns coeficientes nao despreziveis
para os termos como K_=m2mx/a, m=0,1, 2, ..m__..

Sendo assim, o problema se reduz a um sistemam___,
X Mpa COM My bandas. (Para fun¢des com
derivadas continuas, K . decresce com m?2.

Por exemplo, consideremos o caso em que somente
Uko = Ug & Uyg = U 4= 91, onjde Ko=0 e K,=2m7/3; )
apliguemos na equagdo acima e teremos 3 equagoes
envolvendo ¢, ¢, x; € Cp iz

Em forma matricial, temos o problema secular para
cada k:



* Resolvendo o sistema da p. 8 para um
certo k, temos:

(e (), = e, Uy

K
hik?
2m
E—e(k=-K))le,_x =c 50U+ Uy + U,

wla<k<mla;K =2m/ae(k) =

e-e(k)Je, =c_ U +cUy+c, U,

E—e(k+K)e, kv =c U, +c, U + Ck/,add




U, +e(k-2m/a)-¢ U, 0 I
U, U,+e(k)-¢ U, c,
0 U, Uy+ek+2rn/a)-¢€l|c, . x

* Por simplicidade, podemos subtrair U, do
potencial (mudanca de referéncia) e obter:

e(k-2m/a)-¢ U, 0 1 ¢, °
U, e(k)—¢€ U, C,_x1|=0
0 U, e(k+2m/a)-¢€||c,, i

[e(k-2m/a)-¢€]le(k)-¢€]le(k+2m/a)-¢€]=
[e(k+2m/a)+e(k-2m/a)-2elU} =0

* Para cada k, temos 3 solucoes para &.
resolvendo para todos k’s temos 3 bandas.



Casos especials:
k=0; (lembrem que &(-x)= ¢(x)
[e2r/a)-e][-€l[ler/a)-€]=2[e2r/a)-elU} =0=
(e —em/a)l{e[em/a)-€]-2U} =0

£=¢;
2 2 2
2
e=S1a [& —2U12;815h (27/a)
2 2 2m

* Notem que para U,;=0, temos ¢ = ¢, (duplamente
degenerado) e &= 0

* Para U;pequenos,temose=¢,;e=A;€=¢,~A;
A=2U?/¢, (Varia com o quadrado da perturbagdo)



Casos especials:

o k=tmt/a;
82—8)|_U 30—3) J+U (80—8) 0;
‘. Eh (32Jrn/fa) ;gosh (ern/qa)

* Para U,;=0, temos ¢ = ¢, (duplamente
degenerado) e e=¢,

* Para U pequenos, temos ¢ ~ &, ; Duas raizes
ocorrem para € ~ €,, Neste caso, €, —€ ~¢,;
entdo:

“92\_(]12 _(‘90 _‘9)2Jz0=>(‘9_50)=iU1



A
€
)G
y, \
2U .
(I N~ 7 .
e 0
—7t/a 1/a
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Bandas proibidas

* Portanto, alguns valores de energia sao proibidos e
cria-se um intervalo proibido de energia (GAP).
Notemos que este intervalo é tanto maior quanto
maior for a perturbagao U,.

* Se considerarmos mais termos, vamos aumentando o
sistema e aumentando o numero de bandas. Portanto
a existéncia de mais bandas pode ser visto como uma
perturbacao as bandas ja calculadas.

* Notem que onde ha degenerescéncia para o elétron
livre, ha uma separacao dos niveis da ordem de 2U.



Em trés dimensoes a extensao do que tratamos é
direta.

As zonas de Brillouin sao tri-dimensionais;

As bandas sao funcoes de trés coordenadas;
portanto necessitamos 4D para grafica-las!
(Escolhemos algumas direcoes especiais para grafica-
las)

Cada banda tem o numero de estados k igual ao
numero de atomos da rede.

As degenerecéncias ocorrem de forma mais
complexa;

Mais elementos U, sao necessarios mesmo para
casos simples;



Estrutura do diamante

e Estrutura
FCC+
1/4(111)a

e 2 atomos
por célula
primitiva

* (group IV)
diamante,
Si e Ge.




Blenda de Zn (composto)

* Estrutura
FCC+
1/4(111)a
(outro
atomo)

e 2 atomos
por célula
primitiva.

e (l11-V)
GaAs, InP,
InSb, etc
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Primeira zona de Brillouin (blenda de

Graficando-se Zn)
em direcoes
especiais
(simetria) temos
uma boa idéia
da estrutura.

i {010)

Zonas de Brillouin:
http://lamp.tu-graz.ac.at/~hadley/ss1/bzones/
Para recortar e montar:

http://lamp.tu-graz.ac.at/~hadley/ss1/crystaldiffraction/cutoutBZ/face centered cubzig.pdf




Multi-eletron

 Cada banda na primeira zona de Brillouin tem
N estados, onde N é o numero de atomos
numa célula primitiva.

* O numero de elétrons que estao para
preencherem os estados sao :

IV Semiconductors
0. - 15%25%9p°

oy e
Si  15%22522p8 35%3p?
e, e’
Ge 15225%2p53523pf3d1045%4p?
)

Diamante: (2 dtomos x 4 elétrons)xN
= 8N

ITITI-V Semiconductors
Ga 1522522p%3523p®3d10 45%4p’
As  1s22529p53523,63410 4524y Blenda de Zn: (1 atomo x 3

~—— elétrons + 1 atomo x 5 elétrons)xN

=8N

Primitive Cell




8 bandas
preenchidas

- E (eV)

Silicio

Gap
indireto

24



Diamante (cubico e hexagonal)

15406\!
1(6 1£V)
z
8 bandas &
preenchidas | | -
Eg>> kT
isolante

J|<"

fce BZ—T,L S A
r K M P Py=r hexagoanal BZ




8 bandas
preenchidas

\

|
N

3

Energy (ev)
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Si, Ge e GaAs
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Tight Biding
* Ondas de Bloch construidas a partir de orbitais
atomicos periodicos;
* Esperamos que:

—H ~H_, (r-R)com orbitais W (r-R)proximo aos
carocos ionicos;

— H~AU(r) longe dos carocos (r longe de R) onde
W (r) ~0;

* Propomos a onda de Bloch correspondente a
cada nivel atdbmico E :

fin(r) =Y " W (r-R)



* Consideramos que de fato, a perturbacao do
potencial mistura estados de energia similar;

fir)=Y e EM bW, (r-R)= Y " ®(r - R)

e Substituindo na equacao de Shoroendinger,
temos:

Hf (r)=| Y H,(r=R)+AU(r) | f,(r) = e(k) £, (r)

* Multiplicando-se pelo complexo conjugado de
W *(r) e integrando em todo espaco, teremos:



* Vejamos:

(1)2 bnzz f W (H (r—R"W (r-R)e"** dr =
Emzbnz [, (NW,(r-R)e"* dr =

Em

b, + E b, Ef‘lf; (MW (r-R)e™" dr);pois
n R=0

W (rH_ (r-R")=E 6(R";
(2)ek) Y b, ¥ [W, (W, (r-R)e"* dr =

e(k)(bm + ¥ b,y [W, (W, (r-R)e™ dr)



[e(k)- E,, 1b, =—Le(k)-E,1| Y

| n

|

E [, (NY,(r-Rye"" dr

R=0

MW, (AU, (e drp,

n

3| S ([, AU, (- R)e™ d”))””

n \R=0

* Ou seja, temos um problema secular M x M
envolvendo os coeficientes b, cada solugao nos
da uma func¢ao ¢ (k) (M bandas). envolvendo bm

g




 Notemos que, de acordo com pag. 27, todas
as integrais devem ser << 1; ou envolve o
overlap entre funcoes em sitios distintos ou
funcdes atomicas e AU.

* No limite[¢(k)-E, ], ~0, ou seja, b, s6 é
consideravel quando ¢ (k) ~V E,,

 Em geral, alguns vizinhos (R) sao considerados
para obter as funcdes f, g e h.

[e(k)~ E,10, + 3 £,,,,(k)b,) -
S (8,., (k) + (),




Subniveis s

* Consideremos o subnivel s (sem spin);
e Temos um unico: E, be W;

[£(k) = E)(b+ f (k)b) = (g(k) + h(k))b =
() = £+ ER) AR
L+ £ (k)

* Onde as funcdes g, h e k sao obtidas
considerando um certo numero de vizinhos...e
depois considerando ajustes experimentais.




Subniveis p

e Consideremos o subnivel p (sem spin);
* Temos um unico: trés pares b, W;
e Obtemos um sistema 3 x 3 com trés bandas.

1N

v

1/distancia interatbmica



k.p

* O método k.p usa uma aproximacao
perturbativa para obter as ondas de Bloch
proximas do centro da zona de Brillouin;

* A partir de ajustes experimentais é possivel
obter informacoes importante até
relacionadas com transicoes entre bandas.



e Considere a onda de Bloch:
ik.r
W =e"u (r)

* Considere a equacao de Schoroendinger:
2

2y U)W, =&, W ; p = —ihV

2m
* Se substituirmos W,, obtemos:
n’v? h n’k’
[— +U(r)+—k.plu, (r)= (& - Ju, (1)
2m m 2m

* Ou seja, obtemos uma equacao para a parte
periodica da onda de Bloch.



* Notem que para k=0, temos u,(r), que satisfaz:
n’v?
[— +U(r)]uy(r) = gguy (1)

2m
* Considerando que U(r) é essencialmente o
potencial atdmico € plausivel pensar que u,(r)
deve ser muito proximo a um orbital atdmico.

* Considerando que temos N orbitais atdmicos
de (dos orbitais que interagem no cristal)
u,,(r) com energia ¢,,, 0 modelo k.p propde
que podemos escrever u,(r) como uma
combinacao linear de u,,(r).

u,(r) = Ecnuon (7)

n



* Para k20 temos entao que a equacao:

[H,, + 2k plu, () = (e(k) - hz e ) (F):H it () = &,100, ()
m

m

* Substituindo u,(r) da pagina 35, multiplicando
por u,.*(r) e integrando em todo espaco,
temos:

}j( i+ (K.D),0, ), = = DAk,
(8,,(¢, = A(K)) + (k.p),,,)c, =0

2
nk : f u;m (rVH u, (r)=0 ¢&..

2m

A(k) = e(k) -

h . - hk
(k.p) = quOm (r)(k.plu,, (r) = _qum (r)puy, (r)=— pmn



Consideremos uma base com 3 estados com
energia €4, €, € €5, temos o seguinte

determinante:

h h
& —Mk) —kp, —kp;
m m
h h
—k.p,, & -AMk) —kpy|=0
m m
h h
—k.py,  —k.py, & -Ak)
m m

Desta solucao, obtemos trés solucoes, trés
bandas.

Notem que se k.p for nulo, as solucdes sao
todas puramente parabadlicas.



Modelo de Kane

 Consideremos como

i
k?‘

l)[/_f,mj

base os estados s-p |

dos quatro elétrons |« is7)

1 1"-,!

de valéncia do nivel |, 3 1) —\,"%]zf';, ey

2 2 . & & = " v '
ns<n 3\ .
P™ Us :é %|X Hix) T)

e Estes estados sdo T R

li7 :7 ' "—‘_Y } IY’)\L" $ T‘ZT/ —10—;1
auto-estados dos 22 V3 L N3

ilsl)

operadores e, “

1 Vo120
——=x-inT)-, 5zl
’ R E

N

 Notemos que estes |*

auto-estados ja ”

1 - . \
\—,E|X —1iY) »L/}

incluem a interacao

Ug

o= (oWt w|ta | —
o = oo = ko | = | T

1y, a1y
—\S’A ~i¥) T)+4 \G‘Zl}

spin-orbita com
separacao —A.



* Seguindo o método k.p, a partir desta base,
temos uma matriz 8x8 envolvendo k,, k, ,k, e

P,onde: _. _ _
P==t(s|pX) =2 (s]p,|7) =2 (51p.|2)

* Considerando k=k,z, o problema se reduz a
uma matriz 4x4. Esta aproximacao é de certa
forma arbitraria, mas intuitiva para obtermos
0 comportamento proximo ao ponto I'.

 Obtemos o seguinte problema secular:



W W
| |-

N | —
0| =

—

o By by By e
22 2°2 22
272
Wk —\thk_ Phk, L phk. 0
2m, 30 N
—\/§Phk- g + 1K 0 0 Lok
30 2m, NG
Phk. 0 —g K 0 0
2m,
L pnk. 0 0 —g-aslK \/gPhk_
3 : 2m,
0 L k., 0 \th/g K
3 3 2m,
1 2
Pk, 0 0 0 —\/:Phk_
Ng 31
0 0 0 0 Phk,
2 1
_\/:phk+ 0 0 0 —=Phk.
3 NCR




Ak) - \EPhk

— \/gPhk Alk) + ¢,

0

i
3

0
0

0

0
k) + €,
0

[
3
0

0
Alk)+ &, + A

* Uma primeira solugdo € obviamente A(k)=-¢,
ou seja uma banda parabdlica com
concavidade positiva com minimo em -¢&,



* Resta resolvermos: ,
MA+e)A+e,+N) =Pk’ (A+e,+ EA)

e Se a perturbacao (P) fosse nula, uma solucao
de ordem zero seria:

A =04 = —e &) = —£, - A

* Para P pequeno, substituimos a raiz de ordem
Zero na equacao, com excecao do termo
correspondente aquela raiz.

* Poe exemplo para a raiz 1:

Me)) e, +A) = h° Pk’ (g, + %A)



* Entao:

2

—A
/11(1) _ 42 P22 (80 ¥ ) ,
80(50+A)’
2 , 2
272 (,+—=AN) 2,2 P (e, +—A)
()= K ppe 3 e L L 3
2m (& +A) 2m* m* m  g,(¢,+A)

* As outras bandas ficam como exercicio;



* Esta banda corresponde a banda de conducao.
De fato, esta € a Unica banda que o modelo
prevé corretamente (notem que é a Unica com
a concavidade certa).

* Notem também que a concavidade
(relacionada com a massa) nao € igual a do
elétron livre.

e Também, se medimos propriedades como m*,
g, (gap) e A, podemos obter o elemento de
matriz do operador momento entre estados
da banda de conducao e de valéncia. Este
elemento € fundamental no calculo de
probabidade de transicao.



j conducao

Es=¢,

<
Buraco |M § Buraco pesado
Split oﬁ/)/

* As bandas de valéncia nao tém as
concavidades certas.
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Luttinger-Kohn

* Seguimos o modelo
de Kane.

* No entanto iremos
considerar outras
bandas (classe B)
como perturbacao

Class B

Class A

Class B

r

e W

E4

\/




e Conforme o modelo de Kane, tinhamos:
A

Y@ -¢,)8,,+U,,k, =0;

n

Onde U, é a perturbagdo.Se quiséssemos levar
em conta as outras bandas, teriamos que

somar.

A

Slaw-e)0., + U b+ S[a0-e,00,, +U..} -0

a=zm

EU c, +EU +[AMk)-¢ +U,,lc, =0;

n=m a=m Notem que no segundo
4 B somatorio tiramos a=m pois

_ _ — nao estamos interessados
[A(k) Em Umm ]Cm E Um”C” + E U“”Ca em obter os coeficientes ds
e a=m bandas B



mn®n Reaplica
C = Ukalll recursivamente aqui
m . .
[e \c A(k)-U, ] e eliminamos

termos maiores que

i

A
E u,(1-o, ), segunda ordem.
- n=m + a=m =;
m [€m—/l(k)—Umn] [gm_/']“(k)_Umn]
] ) .
B E Uancn UO!/)’C/J’

=0

! 2Unl (e U1 e AU
Su,-o,, T |l TAOUul e - (3\00,]

m = T AN
[¢e —~Ak)-U,,] ¢ —~Ak)-U,,]

A
E Cn (Unjjn - Umn(Smn) B
Cp =70 Uy =Up+ ) Sne
e, ~M)-U,,] [e, —A(k)-U,.]

a=z=m
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AS bandas classe A de interesse sao entao as
trés bandas duplamente degeneradas: buraco
leve, pesado e split off. As B sao a banda de
conducao, a banda mais profunda que a split
off e outras (em principio).

A base ficam as 6 auto funcdes do subnivel p.

Mostramos a matriz (Hamiltoniano)de
LuttingerKohn a seguir.

Obtemos entao uma matriz 6x6. Conforme
outras bandas sao inseridas, é possivel ajustar
experimentalmente as os parametros das
bandas e descrever melhor o sistema.



Luttinger-Kohn

P b e 0 ih /2

+

h’ [, |
- m Y _3 [-4u+ ZB.)J | b’ a. 0 c if
Q =
: | 3
__h- v _1[4 ~ B ] | c 0 a b —ig= b
' P SR ( 0 H = =
2m, 6 KT . _p a -ific
—L = G l—i/): \E —if il b 2 d
2, 6 || ' 2
l if2 c —f@ booo—if b2 0

b=i2v3 y, —— (k, — ik, )k,

| o | — ro lwo
St S

2 | L ] | —

= o]
S
AL '\)I"’r\)lwulw

o | —

e

to | —
[

to | —

e Sy
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