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nome assinatura RA

1a. questão: Para campos gravitacionais fracos e esfericamente simétricos temos a seguinte
métrica:

ds2 = −
(

1−
M

r

)

dt2 +
(

1 +
M

r

)

(dx2 + dy2 + dz2)

onde M é o raio da Terra. Para pequenas trajetórias na superf́ıcie da Terra tal métrica pode
ser aproximada por:

ds2 = −
(

1−
M

R + z

)

dt2 +
(

1 +
M

R + z

)

(dx2 + dy2 + dz2)

onde R é o raio da Terra e z é a altura a partir de sua superf́ıcie em um determinado ponto.
a) Realize mais uma aproximação nesta métrica no caso de z << R.
b) Com esta aproximação, encontre as equações do movimento a partir da equação de Lagrange.
c) A partir do ı́tem acima, escreva todos os śımbolos de Christoffell não nulos Γ3

βγ a partir da
equação da geodésica.
d) Confira o resultado do ı́tem anterior a partir da expressão completa para cálculo dos śımbolos
de Christoffell a partir da métrica.
e) (FI-263) No limite não relativ́ıstico, seu resultado confere com as previsões da Mecânica
Clássica?



2a. questão:

A geometria de Schwarschild tem a seguinte forma para seu elemento de linha:

ds2 =
(

1−
M

r

)

dt2 +
(

1−
M

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

a) Quais os vetores de Killing associados às simetrias temporal e angular? Associe quantidades
conservadas a essas simetrias.
b) Através da normalização da quadri-velocidade, obtem-se a seguinte expressão:
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2
=

1

2

(
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)

−
M

r
+

l2

2r2
−

Ml2

r3

Encontre que condições os parâmetros l, M e e devem satisfazer de forma a que o movimento
de uma part́ıcula vindo do infinito tenha um ponto de retorno.
c) Dado que o ponto de retorno ocorre para r = R∗, calcule a velocidade com que a part́ıcula
passa pelo ponto de retorno para um observador em repouso neste ponto.



3a. questão:

Na métrica de FRW do modelo cosmológica padrão

ds2 = −dt2 + a(t)2(dr2 + r2dΩ2)

temos que a equação de Friedman que governa a evolução do fator de escala em um universo
plano é escrita da forma:

(

ȧ

a

)2

=
8πGρ

3

a) Utilizando o dado experimental H0 = 72 km/s/Mpc, onde H0 é a constante de Hubble, que
mede a expansão atual do universo hoje, calcule a densidade cŕıtica de energia do universo.
b) Calcule a idade do universo caso ele seja composto inteiramente de matéria ou inteiramente
de radiação.
c) (FI-263) Calcule, em um universo composto de matéria e radiação nas proporções 99.9% e
0.1%, em que momento as densidades de energia destas duas quantidades é idêntica. Suponha
que sempre podemos tomar o universo como predominantemente matéria OU radiação, calcule
aproximadamente a idade deste universo.



4a. questão:

Descreva qualitativamente o efeito de lente gravitacional, abordando em sua resposta os seguintes
pontos: i) o efeito de uma lente gravitacional depende do comprimento de onda da luz emitida?
ii) quantas imagens de um mesmo objeto podem ser formadas por uma lente pontual para
diferentes geometrias? iii) como um objeto se distorce pelos efeitos da lente gravitacional? iv)
dê um exemplo de um experimento reaĺıstico que utiliza efeitos de lentes gravitacionais.



fórmulas úteis:

Equações de Euler:

dτ =
√
−ds2 ; τ =

∫

dτ =
∫

dλL

onde L = dτ/dλ
d

dλ

(

∂L

∂(dxµ/dλ)

)

=
∂L

∂xµ

equação da Geodésica:
d2xα

dτ 2
= −Γα

βγ

dxβ

dτ

dxγ

dτ

Cálculo dos śımbolos de Christoffell a partir da métrica:

gαδΓ
δ
βγ =

1

2

(

∂gαβ
∂xγ

+
∂gαγ
∂xβ

−
∂gβγ
∂xα

)

outras relações:
E = −p.uobs

G = 6.67× 10−11m3 kg−1s−2 ; 1 pc ∼ 3× 1019m


