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e QUESTOES PROPOSTAS

2. Conceitos Basicos

Questao 1
Explique o conceito de elemento de arco (ou elemento de linha) ds e demonstre as seguintes relacoes:

ds® = dr - dr, ds = rda,

onde dr’é a diferencial do vetor posi¢cdo (ou deslocamento infinitesimal) e da o elemento de angulo, em
radianos, subentendido pelo elemento de arco ds.

3. Simetrias - Sistemas de Coordenadas Retangulares, Esféricas e
Cilindricas

Questao 2

a) Considere o plano (2D). Qual € o procedimento geral para se construir (estabelecer) um sistema de
coordenadas? Para responder, faca referéncia aos conceitos de versores da base, coordenadas, sime-
trias, curvas coordenadas. Explique em que ordem esses conceitos devem ser considerados € como sao
conectados.

b) Exemplifique esse procedimento nos casos de simetrias retangular e circular.

Questao 3

No caso do plano (2D), demonstre as seguintes relagdes entre os versores da base retangular, {Z, 3} e
da base polar, {7, p}:
a) versores retangulares em fun¢do dos polares:

T = Ccospr —seny @,

= senpr 4 cosy P.

<>

b) versores polares em fungdo dos retangulares:

7 = cosQT+senyqy,

—sen & + cos ¢ 4.

>
I

Questao 4
a) Qual é uma diferenca essencial entre a base retangular {Z, 3} e a polar {7, p}?
b) Mostre que no sistema polar, os versores * € ¢ obedecem

dr Ao

~

— =¢ = —7.
dp 4 dp

Questao 5

Mostre que se um versor @ depende de uma varidvel escalar o, 4 = 4(«), entdo:

du : "
— ¢ perpendicular a .
da

Questao 6

a) Mostre que em coordenadas polares a diferencial do vetor posi¢do é dada por
dr=rr+rdpp.

b) Sendo s = [.ds, onde ds = |dr] (questdo 1), mostre que o perimetro de uma circunferéncia de raio R
é 21 R.



Questao 7

a) Considere o espaco (3D). Qual é o procedimento geral para se construir (estabelecer) um sistema de
coordenadas? Para responder, faca referéncia aos conceitos de versores da base, coordenadas, simetrias,
superficies coordenadas. Explique em que ordem esses conceitos devem ser considerados e como sdo
conectados.

b) Exemplifique esse procedimento nos casos de simetrias retangular, esférica e cilindrica.

Questao 8

Seja 7 o vetor posi¢do de uma particula em relag@o a origem de um sistema de coordenadas retangu-
lares no espaco (3D). Faca um esboco, indicando onde se localizam as coordenadas retangulares (z, y, 2),
esféricas (r, 6, ) e cilindricas (p, , z) do vetor.

Questao 9
Com base na resposta da questao anterior, obtenha as seguintes relagdes entre as coordenadas:
a) Esféricas em func¢do das retangulares e relagdes inversas.
b) Cilindricas em fun¢do das retangulares e relagdes inversas.
c¢) Esféricas em funcido das cilindricas e relagdes inversas.

Respostas:
/o2 a2
a) ro= \Ja?+y?+ 22, Gztan_l{ix *Y }, gpztan_l{g}
z x
xr = rsenfcosp, y = rsenfseny, 2z =1 cosf.
b — S22 _ 1{%} _
) p 2 +y?, @ =tan . z=2z
T = pcosey, Yy = psen ¢ z=z.
c) T VP22 AT, 9=
p = rsend, =, z =1 cos 0.
Questao 10

a) Justificando a resposta, demonstre as seguintes relacdes entre os versores das bases retangular, esférica
e cilindrica:

p = CcospT+senpy, p = —senpr + cos 7y,

7 =senfp+ cosh z, ézcos@ﬁ—senﬁé,

b) Demonstre os seguintes resultados para as derivadas dos versores em relacdo as coordenadas (note as
derivadas totais e parciais):

dp . dp SO, O 5o 06 90 0o
— = _— = — — = — = Sén — =T — = COS .
d(p ()07 d(p p7 89 ) a(p (107 89 ) 8(’0 SO
Questao 11
a) Mostre que nos sistemas retangular, esférico e cilindrico a diferencial do vetor posicao é dada por:
=dri+dyy+dzz
dr = :dr'f’+rd99+rsen9dap¢

=dpp+pdpp+dzz



b) Explique e discuta os significados geométricos dos coeficientes diferenciais dos versores das bases,
nos 3 casos acima considerados.

4. Sistemas de Coordenadas Retilineas e Curvilineas

Questao 12
Explique o que sdo sistemas de coordenadas retilineas e sistemas de coordenadas curvilineas. Dé
exemplos.

Questao 13

Esta questao trata do estabelecimento de um sistema de coordenadas do plano, baseado na simetria
eliptica. Utilizando os dados fornecidos abaixo e considerando um procedimento andlogo ao estabeleci-
mento do sistema de coordenadas polares (simetria circular), responda as seguintes questoes:
a) Justificando a resposta, estabeleca as curvas coordenadas.
b) Num ponto genérico do plano, indique as curvas coordenadas e os versores da base. O sistema €
ortogonal? Explique.
c¢) Obtenha as relacOes entre as coordenadas desse sistema e as coordenadas retangulares x, y, bem como
as relagdes inversas.
d) Esse sistema de coordenadas pode ser considerado uma generalizagdo de algum sistema de coordena-
das conhecido? Qual? Justifique a resposta.

Dados:
Equacgao de uma elipse no plano zy, com centro na origem, eixo principal no eixo x, semi-eixo maior
@ No eiXo x € semi-eixo menor b no eixo y:

2 2
z Yy
I aa—
a? = b?
Note que variando-se a e b de uma mesma quantidade u, a elipse (curva) passa por todos os pontos do
plano (exceto a origem).

Resposta item (c) Relagdes inversas: x = aucos, y = busen .

Questao 14
Reveja as defini¢des e propriedades das superficies de revolugao e superficies quadricas (por exemplo,
Leithold sec¢des 16.7 e 16.8).

Questao 15
A equagdo geral de um paraboldide de revolucio (eixo z) é dada por

2 +y? 2—2
a? b

=0,

onde a e b sdo constantes. Se b > 0, a concavidade (abertura) é no sentido positivo do eixo z e se b < 0,
no sentido contrario. Em z =y = 0, z = 2.

Considere um sistema de coordenadas curvilineas u, v, ¢ que possui a seguinte relacdo com o sistema
de coordenadas retangulares x, y, z:

T = UV CoS Y, Y = uvseny, z =

a) Justificando analiticamente a resposta, determine as superficies coordenadas u = constante, v =
constante e ¢ = constante.

b) Faca um esboco das projecoes dessas superficies no plano y = 0. Nesse plano, identifique dois pontos
P, @), localizados (determinados) pelas intersec¢@o das superficies coordenadas.



5. Sistemas de Coordenadas Ortonormais (3D)

Questao 16

Considere um sistema de coordenadas ortonormais em 3D, u;, us, us, base {uy, U, U3} € 0 caso
geral em que ¥ = 7(uy, uz, uz). Com base nos resultados da questdao 11, infira a expressdo geral da
diferencial do vetor posi¢do dr” no sistema ortonormal. Explique o que sdo fatores de escala e como sao
determinados.

Questao 17
Preencha a Tabela 1 sobre Sistemas de Coordenadas Ortonormais em 3D.

sistema de versores da | diferenciais das | fatores de | componentes
coordenadas base coordenadas escala vetoriais de dr’
curvilineas fLZ dul hz dll = hlduzﬁl
ortonormais 3D) | i =1,2,3 |7=1,2,3 1=1,2311=1,2,3
retangulares
esféricas
cilindricas

Tabela 1: Sistemas de coordenadas ortonormais (3D) (Questdes 17 e 19).

Questao 18
Justificando a resposta, mostre que no sistema de coordenadas ortonormais (3D), os elementos de
area e volume sdo expressos por

dA;, = dl;- X dl;, 1, 7, k permutacdes ciclicas de 1,2, 3
dV = |(dly x diy) - dis|

onde dl; = h;du;u;, 1 = 1,2, 3 sdo as componentes vetoriais de dr.

Questao 19
Com base na questdo anterior e nos dados preenchidos na Tabela 1, determine os elementos diferen-
ciais:
a) de volume em coordenadas retangulares, esféricas e cilindricas;
b) de drea normais as seguintes superficies coordenadas

bl) z =cte, b2)r=cte, b3)p=cte, bd)H =cte.

Respostas:

dA, = dxdyz dA, = r*senf df dp 7

d/fp = pdedzp dffgzrsenﬁdrdgoé



6. Sistema Geral de Coordenadas: Forma Quadratica Fundamental e Métrica

Questao 20

Considere um sistema geral de coordenadas (curvilineas/retilineas, ortogonal/nao ortogonal) vy, vo, v3,
base {01, U2, U3}. Quais argumentos permitem generalizar o resultado da questdo 14 para a diferencial do
vetor posicao? Mostre que neste caso geral,

3
dF: Z hidUﬂA)Z‘ (§] hzﬁl = —

i=1

onde h; = |0r/0v;|, i = 1,2, 3 sdo os fatores de escala.

Questao 21
Para o sistema de coordenadas da questao anterior:
a) Determine a expressao geral do quadrado do elemento de arco.
b) Identifique os coeficientes métricos e expresse o resultado em termos desses coeficientes (Forma
Quadratica Fundamental);
c¢) Expresse a métrica através de uma representacao matricial.

Questao 22

Considere o caso particular de um sistema de coordenadas ortonormal em 3D.
a) Escreva a representa¢do matricial da métrica em termos dos fatores de escala.
b) Escreva a representacdo matricial da métrica para os sistemas de coordenadas retangulares, esféricas e
cilindricas.
¢) Determine as expressdes correspondentes do quadrado do elemento de arco em cada um dos trés
sistemas.

Questao 23
Considere o sistema de coordenadas curvilineas ndo ortogonais no plano, da Questao 13,

T = au cosy, y = busen.

Expressando o vetor posi¢do 7 em termos das coordenadas u e 1) na base fixa {Z, 7}, responda as
questdes que seguem.
a) Determine 07’/ Ou, o coeficiente métrico h,, e o versor .
b) Determine 07/ 01, o coeficiente métrico h,, e o versor @/3
¢) Com base nos resultados dos dois itens anteriores, mostre, analiticamente, que o sistema € ortogonal se
a = b; se a # b os versores da base sdo ortogonais somente nos ponto onde ¢) = nr /2, paran = 0,1,2e
3.
d) Determine a representagdo matricial da métrica e mostre que no caso particular em que a = b = 1
adimensionais, a métrica é dada por:

- ( 10 )
(glj) - 0 u2

Nesse caso, qual a interpretacao geométrica da coordenada u? Essa expressao corresponde a métrica de
qual sistema de coordenadas?

Questao 24
Como os resultados das questdes 20 e 21 podem ser generalizados para n dimensdes?
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Questao 25
Dé as seguintes defini¢des:
a) Forma diferencial definida positiva.
b) Espago de Riemann.
¢) Espaco Euclidiano.

Questao 26
Considere o caso de trés dimensdes. Quais sistemas de coordenadas possuem métrica correspondente
a espacos de Riemann e a espago Euclidiano. Explique.



