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e QUESTOES PROPOSTAS
1. Componentes de um Vetor numa Base Obliqua Tridimensional

Questao 1

a) Considere duas bases de versores no plano, uma ortogonal e outra obliqua, com origens coincidentes.
Através de esquemas e desenhos, discuta as diferencas entre as projecdes ortogonais e paralelas de um
dado vetor nas duas bases.

b) Quais projecdes correspondem as componentes do vetor nas bases? Justifique a resposta.

Questao 2

Esta questdo trata de algumas propriedades tteis envolvendo matrizes, determinantes e sistemas de
equagoes algébricas ndo homogéneas. Reveja a dedugdo das propriedades abaixo, consultando textos
(elementares) de dlgebra linear.

a) Determinantes e Matrizes
e Notacao
- Matriz 3 x 3:

@11 a2 13
A= (aij) = Q21 Q22 A23
31 az2 G33

- Determinante associado:

ai; a2 a3
det A = 21 A929 A23
az1p asz Aass

e Propriedades

(P1) Se duas linhas ou duas colunas de um determinante forem permutadas, o determinante troca de
sinal.

(P2) Se A e B sdo duas matrizes quadradas, entdo det [AB] = [det A][det B].
(P3) O determinante € invariante se qualquer linha e a coluna correspondente forem trocadas.
(P4) det A = det A! (decorre de P3)

(P5) Os vetores corrrespondentes as colunas de uma matriz A = (a;;) sdo linearmente dependentes
(LD) se e somente se det A = 0; se det A # 0 sdo linearmente independentes (LI).

(P6) O produto triplo escalar de 3 vetores expressos em coordenadas retangulares obedece

A A, A
A-(BxC)=|B, B, B.
c, C, C.

e pode ser interpretado geométricamente como 0 médulo do volume de um paralelepipedo que possui os
vetores A, B e C' como lados e origem comum em um dos vértices.

(P7) Das propriedades P1 e P6:

— —»

A (BxC)=C-(AxB)=B

(O x A)
(permutagdes ciclicas)

(P8) Se A, B e C forem ndo coplanares (LI) entdo A (é X é) # 0 (decorre de P4 e P5 e pode
também ser demonstrada através da interpretacao geométrica de P6: volume do paralelepipedo).



b) Sistemas de equagdes algébricas nao homogéneas

a11°1 + a12T2 + a13r3 = ¢
2171 + A22%T2 + G233 = C2
a31T1 + 322 + A33T3 = C3
onde, 71, T2, ¥3 s30 incognitas e ¢;, a;5, %, j = 1,2, 3 sdo constantes dadas.

e Representacdo matricial A|z) = |¢):

11 a2 Az 1 1
21 A22 A3 X2 = C2
a31 32 a33 xs3 C3
e Solucdes
- Método 1: Matriz Inversa
(Cof A)

z) = A" Ye), Al =
%) ) Tt A
onde (Cof A) = (¢;j), sendo ¢;; = (—1)"7m;; e m;; (denominado menor), o determinante que se obtém
eliminando-se a linha e a coluna correspondente a um dado elemento a,; da matriz A.
- Método 2: Regra de Cramer

1 1 Q12 A3 1 aip €1 as 1 ailz aig €
€T = Co Q22 A23 Lo = ———= | Q21 Co2 Q23 T3 = 7| Q21 Q22 C2
det A ’ det A ’ det A
C3 Q32 33 a31 C3 a33 a31 Q32 C3
Questao 3

Considere a base retangular ortonormal {Z,7, 2} e uma base arbitrdria ndo ortogonal de vetores
{¥, U5, U3} (base obliqua: 3 vetores ndo coplanares), cada um com componentes na base retangular
dadas por vz, viy, Vi, 7 = 1,2, 3. Seja A um dado vetor com componentes A,, A,, A, nabase retangular.
Denote A’, i = 1,2, 3 as componentes de A, ndo conhecidas, na base arbitraria {07, v3, 03 }.

a) Monte o sistema correspondente de equagdes algébricas ndo homogéneas tendo como incégnitas A’,
1=1,2,3.

b) Utilizando a Regra de Cramer e propriedades elementares de matrizes e determinantes (questdo 2),
mostre, em detalhe, que as componentes de A na base arbitraria sdo dadas por

T Vj X U

A=A i, j, k permutagdes ciclicas de 1, 2, 3.

vy - (U X V)’
c¢) Resolva a questdo do item anterior utilizando o Método da Matriz Inversa (questao 2).

2. Bases Reciprocas: Componentes Contravariantes e Covariantes

Questao 4
Com relacdo ao resultado da questao 3, considere a notagao

V; X U

7l 1, 7, k permutacdes ciclicas de 1, 2, 3.

T (@ x o)
a) Quais as direcdes dos vetores ', i = 1,2, 3, em relacdo aos vetores da base dada, v;, i = 1,2,3?
Explique.

b) Determine algebricamente as projecdes ortogonais dos vetores 7 ¢, i = 1, 2, 3, nas dire¢cdes dos vetores
da base dada, demonstrando o seguinte resultado:



Ui U7 = 045,

i,j=1,2,3.

¢) Com base no resultado do item enterior, mostre que os vetores da base dada podem ser expressos por

1, 7, k permutagdes ciclicas de 1, 2, 3.

Questao 5
a) Dé a definicdo formal de Bases Reciprocas.
b) Qual a razdo dessa denominagdo?

Questao 6
a) Mostre que os resultados das questdes 3 e 4 (item c) podem ser expressos na forma
T; X U TIx vk
Fie Sk G- "
(2
Vg V.

onde V; e V. sdo os volumes dos paralelepipedos gerados pelos vetores das bases dada e reciproca,

respectivamente.
b) Mostre que
1
Vd - Vr
Questao 7

Discuta algumas aplicacdes do conceito de bases reciprocas na descri¢do e no estudo das estruturas
de cristais, através do fendmeno de difracdo (redes reciprocas). Consulte, por exemplo:
- C. Kittel, “Introduction to Solid State Physics”, 7th ed. (John Wiley, 1996), Caps. 1 e 2;

Questao 8

Sejam {¥), ¥, U3} uma base genérica dada e {v',v'?, 73} a base reciproca (ou dual) associada. De-
notando A%, i = 1,2, 3 as componentes de um vetor A nabase dada e A;, i = 1,2, 3 na base reciproca,
demonstre os seguintes resultados:

—’2

a) As componentes de A na base dada (projecdes paralelas) sao expressas pelas projecdes ortogonais de
A nas dire¢des dos vetores da base reciproca, A=A.71i=1,2,3.

b) As componentes de A na base reciproca (prOJegoes paralelas) sao expressas pelas projecdes ortogonais
de A nas dire¢oes dos vetores da base dada, A; = A-T,i=1,2,3.

Questao 9

Considere uma base obliqua no plano {7}, ¥} e um vetor A.
a) Escolhendo uma posicdo no plano para a base dada acima, faca um esboco (desenho) dos versores
associados a base dada e a sua base reciproca (utilize a definicao de bases reciprocas).
b) Determine as expressoes algébricas das componentes do vetor A nas duas bases de versores (dada e
reciproca). Faca um esbogo indicando essas componentes (projecdes paralelas) no gréfico.
¢) Repita o item anterior para as projecdes ortogonais nas duas bases.
d) Faca uma tabela indicando as expressodes algébricas das projecdes paralelas (componentes) e ortogo-
nais nas bases dada e reciproca (Tabela 1).
e) Demonstre através de diagramas as seguintes propriedades geométricas:

el) As extensdes das paralelas a base dada levam a projecdes ortogonais na base reciproca;



projecoes: paralelas ortogonais

base dada Alvl € A2U2 Al /U1 € AQ/UQ

base reciproca | Ajv' e Av? | Al/vl e A%/v?

Tabela 1: Questao 9 - Projecodes paralelas e ortogonais de um vetor A nas bases dada {¥, U2} e reciproca
=1 =2
{vh, 07}

e2) As projecdes paralelas a base reciproca sdo extensoes das projecdes ortogonais a base dada.
f) Quais sdo as expressoes algébricas correspondentes as propriedadas geométricas do item anterior?

Questao 10
Considere uma mudanca de base

b: {0, 0,0} — U {00, 0}

com a seguinte notagao:
- Transformacao Direta

3 .
U =3 N, i=1,23 ) =Ap)
j=1
- Transformacao Inversa (ou Contraria) Geral
G=Y N7, i=123 Ju)=A")

a) A partir da definicao de bases reciprocas, mostre que pode-se expressar:

’ . .y ’

No=7 7 e N =7

b) Mostre que as componentes de um vetor A na base dada transformam-se como
; 3 -7 .
A" = Z)\;AJ, 1=1,2,3.
j=1
¢) Mostre que as componentes de um vetor A na base reciproca transformam-se como
3 .
A;=>"MA;, i=1,23.
j=1

d) As componentes de um vetor A na base dada e na base reciproca sdo denominadas contravariantes e
covariantes, respectivamente. Qual a razdo dessas denominacdes?

Questao 11
Mostre que na mudanga de base da questdo anterior, os vetores da base reciproca transformam-se
como

s y
vt :Z)\;vj.

Jj=1



Questao 12

a) Nas notacdes covariante e contravariante associa-se indices as grandezas envolvidas, “em baixo” e
“em cima”, respectivamente. Essas notagdes sdo consistentes em todos os casos tratados envolvendo
componentes de um vetor e vetores das bases dada e reciproca? Explique.

b) Discuta 3 significados usuais da palavra “covariancia” na Fisica .

3. Métrica e as Relacoes Gerais entre Componentes Contravariantes e
Covariantes

Questao 13
Reveja o conceito e definicao de Métrica (capitulo 1).

Questao 14
Discuta os argumentos que levam as seguintes expressdes da métrica associada a uma base dada,
{¥, Uy, U3} € a sua base reciproca, {v'!, 0%, 0 3}:

-7 (reciproca), 1,7 =1,2,3.

Questao 15

Mostre que as componentes covariantes e contravariantes de um dado vetor ndo sao independentes,
mas correlacionadas através da métrica. Para tanto, considere um vetor A e demonstre as seguintes
relagdes:

3 3
Al = Zgiina Aj - Zgiina J=123.
i=1 i=1

Questao 16
Sejam dois vetores A e B e uma base genérica {¥;, U5, U3 }. Considerando as componentes contrava-
riantes e covariantes desses vetores obtenha todas as expressoes possiveis para o produto escalar A - B.

Questao 17
a) Explique o que significa Convengdo da Soma.
b) Reescreva os resultados das questdes 15 e 16 utilizando a convencao da soma.

4. Exemplos e Aplicacoes

Questao 18

Considere uma base obliqua bidimensional de versores 7 e 0o, formando entre si um ngulo 6 = 7/3
radianos e um vetor £ no plano dos versores, com componentes R' e R? nessa base dada (portanto,
contravariantes).

a) Escolhendo um segmento orientado para representar R (que ndo coincida com as dlregoes dos versores
da base), faca um diagrama vetorial indicando R, abase {01, 02} e as proje¢des paralelas de R nessa base,
com as expressdes algébricas correspondentes. Explique.

b) Determine as representagdes matriciais da métrica associada a base dada e a reciproca.
¢) Determine as componentes covariantes de 1, denotadas R, e Rs.
d) Determine os médulos, as direcdes e os sentidos dos vetores da base reciproca ' ' e 77 2

e) Determine as projecOes paralelas de R na base reciproca e faga um diagrama vetorial indicando as
projecdes e expressoes algébricas correspondentes.



Questao 19
Considere uma base obliqua tridimensional de vetores, {7, U, U3} e que os vetores ¥; = h;0;, i =
1,2, 3, na base retangular {z, y, 2}, possuem as seguintes decomposigdes:

7 = 3&—4y=(3,-4,0),
U, = 37+42=(0,3,4),
U3 = —z+y+2z2=(-1,1,2).

Considere também um vetor A, expresso na base retangular por

—

A=53—3)+85=(5-3,8).

a) Considerando como referéncia os eixos retangulares, com escalas numéricas, faca um esboco (dese-
nho) da base {7, %, 7} e outro do vetor A.

b) Determine os vetores da base reciproca, {v'!, 7
retangular). Resposta:

2 '3} (ou seja, as expressdes desses vetores na base

pl_2E-4g+32 L, 8T+6§+ZE 5 —162 12§+ 92
22 ’ 29 ) 99

¢) Determine as componentes contravariantes e covariantes de A e expresse A nas bases dada e reciproca.
Resposta:

- ; 23 15 14 - ,
A:ZAZUZ-:ﬁvl—i—ﬁUquﬁUg, A:ZAZ-UZ:27171+23172+8173

i=1 =1

—

d) Determine as projecdes paralelas de A na base dada e na base reciproca. Resposta:

115 75 14+/6
Dada: Alvy = —, A%vy=—, Ay = —\/_
11 11 11
2729 23v/101 44/481
Reciproca : Av' = g 02 = R Ag® = —

Questao 20

Considerando o enunciado e resultados da questdo anterior, responda as questoes que seguem.
a) Determine a representa¢do matricial da métrica, nas formas covariante, (g;;) e contravariante, (g*).
Resposta:

25 =12 -7 - 1 29 -5 43
(g)=1 —12 25 11 |, (¢7)= 131 =5 101 —191
-7 11 6 43 —191 481

b) A partir das componentes contravariantes de A (item (c) da questdo anterior) e utilizando a representacao
matricial da métrica, determine as componentes covariantes correspondentes. Resposta: mesma do item
(c) da questao 19.

¢) A partir das componentes covariantes de A (item (c) da questdo anterior) e utilizando a representacao
matricial da métrica, determine as componentes contravariantes correspondentes. Resposta: mesma do
item (c) da questdo 19.

Questao 21
Esta € uma questdo preparatdria para as questdes 22 e 23, as quais tratam de um sistema de coorde-
nandas curvilineas ortonormais.
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Considere o sistema de coordenadas cilindricas p, ¢ e z no contexto estudado de uma base genérica
dada,
{Ulav%v?)}) vy = hlr&la 1= 17273'

a) Denotando os vetores da base v, = v,, Uy = 1, € U3 = U,, mostre que no sistema cilindrico temos
como base dada:

{Upv 17307 Uz} = {/37 PP, 2}
b) Mostre que, na base retangular, os vetores acima sdo dados por

U, = (cos p,sen ¢,0)

v, = (—psenp,pcos ¢,0)
7. = (0,0,1).

c) Mostre que o vetor posicdo 7 pode ser expresso na base retangular em termos das coordenadas
cilindricas, na forma

—

= (pCOS ¥, psen g, Z) = T(p,QD,Z).

Questao 22
Considere a base {0, U, U}, } € o vetor 7" da questdo anterior.
a) Mostre que os vetores da base reciproca sao dados por:

1
{Upu USO’ ,17Z} = {ﬁu ; @7 ’2}

e na base retangular,

0?7 = (cos p, sen @, 0), sz(ﬂ’cosapjo)’ v* =1(0,0,1).
p p

b) Denotando r?, i = 1,2, 3 as componentes contravariantes de 7, mostre que sio dadas por
rlzp, r? =0, r =z,
de modo que, na base dada:
7= pl, + 20, (=pp+ 22).
c¢) Denotando r;, ¢ = 1, 2, 3 as componentes covariantes de 7, mostre que sdo dadas por
r=p, ro=0,13=2,
de modo que, na base reciproca:
7= pt? +20% (=pp+ 22).
d) Mostre que as projecdes paralelas de 7~ na base dada sdo
Tlvp = p, T2v¢ =0, riv, =2

e na base reciproca,

rv? =p, rv? =0, r3v® = 2.
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e) Essas projecdes paralelas coincidem com as ortogonais? Explique a razao.

Questao 23
Com base nos resultados das duas questdes anteriores, responda as questdes que seguem.
a) Mostre que a representacdao matricial da métrica nas formas covariante e contravariante sdo dadas por:

10 0 ) 1 0 0
(gi)=10 p* 0|, (4)=|0 1/p* 0
00 1 0 0 1

b) A partir das componentes contravariantes de 7 (questao 22, item b) e utilizando a representa¢do matri-
cial da métrica (item anterior), determine as componentes covariantes correspodentes. Resposta: mesma
do item c da questdo 22.
c¢) A partir das componentes covariantes de 7 (questdo 22, item c) e utilizando a representagao matricial
da métrica (item anterior), determine as componentes contravariantes correspodentes. Resposta: mesma
do item b da questao 22.

Questao 24
Resolva as questdes 21, 22 e 23 considerando o sistema de coordenadas esféricas.

5. Definicao Geral de Vetor via Transformacao de Coordenadas

Questao 25

Denote 2%, x;, 1 = 1,2, 3 as componentes contravariantes e covariantes, respectivamente, do vetor
posicdo 7 num sistema arbitrdrio de coordenadas. Mostre que numa transformacao linear de coordenadas
(mudanca de base),

— — — / N
b: {U1,U27U3} — b {quzav?,}a
as componentes contravariantes e covariantes transformam-se, respectivamente, como:

3 8/i 3 j

- A / o
/Z_E: J _E: .
v 18xjx’ TS L gt
]:

J=1

Questao 26
D¢ as defini¢des de componentes covariantes e contravariantes de um vetor, via transformagdo geral
de coordenadas.

Questao 27

a) Considere o vetor deslocamento diferencial di”e a transformagao vetorial nabla V. Numa transformacao
de coordenadas as componentes desses vetores transformam-se de forma covariante ou contravariante?
Justifique a resposta.

b) A notagdo

€ consistente? Explique.

Questao 28
Considere uma transformacio de coordenadas retangulares x, y, z para curvilineas v, v?, v3:

1 2 3
1 2 3 / 1 .T/ 2 I’l 3
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vh =N, y,2), i=1,2,3

e seja 7 = (vl v2, v?) o vetor posi¢do de um ponto de uma curva no espago.

a) No capitulo 1, vimos que para ijk PC de 123, a curva v’ é determinada pela intersec¢iio das superficies
coordenadas v’ constante e v* constante. Mostre que os vetores J7/Jv® sdo tangentes as curvas v,
1 = 1,2, 3, respectivamente e portanto formam uma base (denominada base dada ou base natural).

b) Mostre que os vetores 97/Ov’ transformam-se de modo covariante, o que justifica a nota¢do para a
base dada (ou natural):

onde U; = h;v;.

Questao 29
a) No caso da questdo anterior, mostre que

dv' = Vo' - dF, i=1,2,3,

onde Vo' é o gradiente do campo escalar v' = vi(z,y,2) e dF = da@ + dyij + dz2. Interprete
geométricamente a relagdo acima, mostrando que Vo' é normal & superficie coordenada v" constante,
1=1,2,3.

b) Mostre que os vetores Vol, Vo2 e Vo? constituem uma base que € reciproca da base dada ou natural
{Or/0vt, OF/dv?, Or/Ov3}, o que justifica a notagdo para a base reciproca ou dual:

Vol =@, i=1,23.
Questao 30

Estude as secdes 1.0 a 1.4 do livro A Short Course in General Relativity, de J. Foster e J.D. Nightingale
e faca os exercicios correspondentes as segoes.
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