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e QUESTOES PROPOSTAS
1. Resultados Basicos em Espacos de Dimensao 3

Questao 1

Revise os conceitos associados a definicdo de operadores via transformacdo de coorde-
nadas, no caso de espago euclidiano (cap. 2). Na rela¢do de similaridade, considere o caso
geral, com a matriz inversa e obtenha a lei de transformacdo dos elementos de matriz corres-
pondentes.

Questao 2
No capitulo anterior vimos que numa mudanca de uma base genérica em 3 dimensoes,

b: {0, 0,7} — U {0,017},

define-se as componentes contravariantes e covariantes de um vetor pelas seguintes leis de
transformacao (convenc¢do da soma, 7, j = 1, 2, 3):

. -/ . . y .
V" = \jV? (contravariantes) e V; = X,V; (covariantes),
onde, em termos das componentes contravariantes do vetor posicao,

L ox o
AL J = -,
ox'"

;!

)= N

Denotando os 4 produtos possiveis envolvendo as componentes covariantes € contravari-
antes pelos simbolos:

ViVIi=VY, ViV, =V,

R

ViV, =V} ViVi=V7,

Vi Y
determine as leis de transformacdo dessas quantidades.
Questao 3

Qual (quais) resultado (s) da questdo anterior corresponde (m) a defini¢cdo de operador,
revisada na questao 17? Justifique a resposta.

2. Tensores de Ordem /N em Espacos de Dimensao 3

Questao 4
Deé as definicdes de tensores de ordem 0, 1, 2 e 3 em espagos de dimensao 3.

Questao 5
Com relagdo a resposta da questdo anterior, quais tensores possuem representagdes ma-
triciais? Explique, indicando o tipo (ordem) das matrizes correspondentes.

Questao 6
Uma matriz quadrada sempre representa um tensor de ordem 2? Explique.



Questao 7

a) Num espaco de dimensao 3, quantos elementos possuem as componentes de um tensor de
ordem 57?

b) Escreva a lei de transformacao (definicao) de um tensor misto de ordem 5, covariante de
ordem 3 e contravariante de ordem 2.

3. Tensores de Ordem N em Espacos de Dimensao n

Questao 8

a) Discuta a generalizac¢do da questdo 4 para espagos de dimensao n. Comente alguns exem-
plos nos casos den = 1,2, 3 e 4.

b) Num espaco de dimensdo 4, escreva a lei de transformacdo de um tensor de ordem 5 tipo
(2,3). Qual o nimero de elementos desse tensor?

4. Exemplos e Aplicacoes

Questao 9
Considere uma base genérica

{V1, Vg, ..., U }.

a) Mostre que os coeficientes métricos da base,

Gij = Vi * Uy, 17]21727"'7,”

constituem as componentes de um tensor covariante de ordem 2.
b) Mostre que os coeficientes métricos da base reciproca,

g7 =7 v i, 7=1,2,...n
constituem as componentes de um tensor contravariante de ordem 2.

Questao 10
A partir da definicdo de bases reciprocas, mostre que o delta de Kronecker é um tensor
misto de ordem 2, covariante de ordem 1 e contravariante de ordem 1 (tensor isotrépico).

Questao 11
Explique o que sdo Tensores Cartesianos e qual a propriedade notdvel a eles associada.

Questao 12

Considere uma particula de massa m e velocidade angular & em relacdo a um eixo de
direcdo arbitrdria e que passa pela origem o de um sistema de coordenadas retangulares.
Seja 7”0 vetor posicdo da particula em relagdo a origem o.
a) Mostre que a relacdo vetorial geral entre 0 momento angular L e velocidade angular & da
particula é dada por:

—

L =mr*s — mi(7F - &)

b) O momento angular Lé paralelo a «? Explique.



Questao 13
a) Utilizando coordenadas retangulares, mostre que as componentes retangulares da equacao
vetorial da quest@o anterior sao dadas por

3
Li=) Ijw, i=123,

onde
]ij = m7’25ij — mx;xy, ’l,j = 1,2,3

sdo os elementos do momento de inércia da particula em relagdo a origem o.
b) Mostre que no caso de uma distribui¢cdo continua de massa os elementos acima sdo dados
por:

Iij = /{6ijr2 — xixj}dm, Z,] = ]_,2, 3

Questao 14
Demonstre, em detalhe que 0 momento de inércia de um corpo, expresso em coordenadas
retangulares, constitui um Tensor de Ordem 2 (covariante).

Questao 15

Esta € uma questio preparatdria para as questdes 16 a 20. Reveja os conceitos e propri-
edades relacionadas com a Expansdo Multipolar do Potencial Eletrostdtico. Consulte, por
exemplo, D.J. Griffiths, Introduction to Electrodynamics, 3rd edition, Sect. 3.4.

Questao 16.
Sejam R e 7 dois vetores com origem comum, # o menor angulo que formam entre si.
Mostre que o inverso do médulo do vetor relativo pode ser expresso na forma:

ﬁ:EZPNCOSQ [ ] ,

N=0

onde Py sdo os polindmios de Legendre.

Questao 17.
a) Mostre que para uma distribui¢do continua de cargas o potencial num ponto R, fora da
distribui¢do, pode ser expresso na forma:

V(R) = Z N+1/PN(C059>TNCZQ7
N=

onde 7" € o vetor posi¢ao do elemento de carga dq e # o menor angulo entre Ref:
b) Obtenha a expressao explicita dos termos da série correspondentes a N = 0 (monopolo)
N =1 (dipolo) N = 2 (quadrupolo) e N = 3 (octupolo).



Questao 18.
Com base nos resultados da questao anterior, mostre que:
a) vetorialmente, o termo de dipolo pode ser expresso na forma

k
R?

ﬁz/qu

€ o Momento de Dipolo da Distribuicido de Cargas;
b) em coordenadas retangulares, R = (X, Xo, X3), 7 = (21, 2, x3), 0 termo de dipolo pode
ser expresso na forma

Vdip(é) = R "D,

onde

onde

Qi:/:cl-dq, 1=1,2,3
sdo as componentes do Momento de Dipolo da Distribuicao de Cargas.
Questao 19.

Mostre que em coordenadas retangulares:
a) o termo de quadrupolo pode ser expresso na forma

Viua( I% ZZ A Qij7

=1 j=1

onde
Qij = /[31’11’] — 5Z‘j7’2]dq, ’l,j = 1,2,3

sdo as componentes do Momento de Quadrupolo da Distribui¢do de Cargas;
b) o termo de octupolo pode ser expresso na forma

onde
Ql]k = /[I’Zl’]l’k - 3T2 5]]45 xl]dqv Z.aja k= 17 27 3

sdo as componentes do Momento de Octupolo da Distribuicao de Cargas.



Questao 20

a) No caso da expansao de multipolos (questdes anteriores), mostre que 0 momento de mo-
nopolo € um tensor de ordem 0 e que o momento de dipolo, expresso em coordenadas retan-
gulares, é um tensor de ordem 1 (covariante).

b) Mostre que os momentos de quadrupolo e de octupolo, expressos em coordenadas retan-
gulares, sdo tensores de ordem 2 e 3, respectivamente (covariantes).

5. Operacoes Basicas com Tensores

Questao 21 ‘
Sejam Agk e B! " tensores. Mostre que o resultado das seguintes operagdes constitui
também um tensor. Em cada caso, qual a ordem e o tipo do tensor resultante?
gk gk
a) AZ-‘ + B;".
b) A7 B/ (produto exterior).

Questao 22
Mostre que um tensor A pode ser expresso como a soma de dois tensores, um simétrico
e outro anti-simétrico em relagdo ao par de indices.

Questao 23
Mostre que a contra¢@o do produto exterior (produto interior) de dois tensores A’ e B; é
um invariante.

Questao 24
Mostre que se um tensor Af}m € simétrico (anti-simétrico) em relacdo aos indices k e [
num sistema de coordenadas, entdo ele também € simétrico (anti-simétrico) em relagdo aos

mesmos indices numa transformacao de coordenadas.



