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Capitulo 5 TOPICOS DE RELATIVIDADE ESPECIAL

“Os conceitos de espaco e tempo que desejo exibir diante de vos brotaram do solo da
fisica experimental e nisto reside sua forca. Eles sdo radicais. De agora em diante, o espaco
isolado e o tempo isolado estdo destinados a esvairem-se em meras sombras e somente uma
espécie de unido dos dois preservard uma realidade independente’.

(Hermann Minkowski, Espago e Tempo, conferéncia apresentada no 80°. Congresso dos

Cientistas e Médicos Alemaes, na cidade de Colonia, Alemanha, em 21 de setembro de
1908.)

¢ INDICE

1. Conceitos Basicos

2. Espaco de Minkowski

1. Conceitos Basicos

1.1 Transformacdo de Galileu e Covariancia das Leis da Mecanica Classica
1.1.1 Referenciais Inerciais e Tempo Absoluto
1.1.2 Transformacao de Galileu
1.1.3 Covariancia das Leis da Mecanica Cléssica

1.2 Principios da Relatividade Especial
1.2.1 Covariancia das Leis da Fisica
1.2.2 Velocidade da Luz

1.3 Transformacdo de Lorentz
1.3.1 Conceito e Motivacgao
1.3.2 Expressao Algébrica
1.3.3 Covariancia das Leis da Fisica

1.4 Contracdo do Comprimento e Dilatacdo Temporal
1.4.1 Valor Préprio
1.4.2 Contracdo do Comprimento
1.4.3 Dilatacao Temporal



2. Espaco de Minkowski

2.1 Conceito de Espaco-Tempo
2.1.1 Fundamento: Transformacao de Lorentz
2.1.2 Coordenadas Espaciais e Temporal
2.1.3 Representagdao Matricial da Transformacao de Lorentz
2.1.4 Sistema Retilineo Ortogonal

2.2 Quadrivetor Tempo-Posicdo e Métrica

2.2.1 Quadrivetor Tempo-Posicao Contravariante
a) Coordenadas - Notacdo Contravariante
b) Transformacio de Lorentz - Elementos de Matriz
c¢) Base Ortonormal e Quadrivetor

2.2.2 Evento e Quadrivetor Deslocamento
a) Definicao de Evento no Espago-Tempo
b) Quadrivetor Deslocamento

2.2.3 Métrica do Espago de Minkowski
a) Métrica e Objetivos
b) Forma Quadratica Fundamental
c) Coeficientes Métricos e Representacdo Matricial
d) Espago Pseudo-Euclidiano e Assinatura

2.2.4 Quadrivetor Tempo-Posi¢do Covariante

2.2.5 Produto Escalar - Invariante Fundamental

2.2.6 Intervalo entre Dois Eventos
a) Tipo Tempo
b) Tipo Espaco
¢) Tipo Luz
d) Resumo

2.3 Quadrivetores e Invariante Fundamental

2.4 Quadrivetores Velocidade e Energia-Momento

2.4.1 Quadrivetor Velocidade
a) Quadrivelocidade de uma Particula num Referencial Inercial
b) Velocidade em Termos do Intervalo de Tempo Préprio
¢) Quadrivetor Velocidade: Contravariante e Covariante
d) Produto Escalar - Invariante Fundamental

2.4.2 Quadrivetor Energia-Momento
a) Quadrivetor Momento Linear Contravariante
b) Energia Relativistica e Energia de Repouso
¢) Quadrivetor Energia-Momento: Contravariante e Covariante
d) Produto Escalar - Invariante Fundamental

2.5 Relagdes Relativisticas: Energia, Trimomento e Energia Cinética

2.6 Resumo



e Referéncias
- H. M. Nussenzveig, Curso de Fisica Bdsica, Vol 4, ()ptica, Relatividade, Fisica Quantica
(Edgard Bliicher, Sao Paulo, 1981), Cap. 6.

- C. Kittel e outros Mecanica, Curso de Fisica de Berkeley, Vol. 1 (Edgard Bliicher, Sao
Paulo, 1970), Caps. 10 a 13.

- R. Resnick, Introducdo a Relatividade Especial (Poligono, Sao Paulo, 1971).

- J. Foster, J.D. Nightingale, A Short Course in General Relativity, 2nd edition (Springer,
1998), Appendix A Special Relativity Review.

- D. Griffiths, Introduction to Elementary Particles (John Wiley, 1987), Cap. 3.

- H.A. Lorentz, A. Einstein, H. Minkowski, O Principio da Relatividade, Textos Fundamen-
tais da Fisica Moderna, Vol I (Fundacdo Calouste Gulbenkian, Lisboa, 1971).

2.6 Resumo

e Forma Quadratica Fundamental

pn=0 v=0
e Métrica (Espaco de Minkowski)
10 0 0
gy | 010 0
Iw) =10 0 -1 0
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e Quadrivetores
Contravariante: A" = (a°, a’, a2, a®) = (a°, @)

—

Covariante: A, = (ag, a1, ay, ag) = (a°, —@)

Invariante Fundamental: A,, - A¥ = a2 — a?

e Particula livre de massa m (invariante) e velocidade ¥ num RI:

- Quadrivetor Tempo-Posic¢ao

XH = (:1:0,:1:1,:62,3:3) = (ct,z,y,2) = (ct,T)
) = (ct,—x,—y, —z) = (ct, —T)
Invariante : X, - X" = (ct)? — 7>

Xu = ($o,9€1,9€2,$3



- Quadrivetor Velocidade

U = (u®, ut, u?, u®) = (ye,70)
Uu = (uo,ul,ug,u3) = (707 —7?7)
Invariante : U, - U* = (v¢)? — (70)? = ¢

- Quadrivetor Energia-Momento
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Invariante : P, - P* = (

- Trimomento Relativistico

p=ymuv
- Energia Relativistica

E = ymc?
- Energia de Repouso

Eep = mc?

- Relagdo Relativistica

- Energia Cinética



e QUESTOES PROPOSTAS
1. Conceitos Basicos

Questao 1

Considere dois referenciais inerciais S e S’ com eixos coordenados paralelos (z' // =, i
/Iy, 2" I z) e S" com velocidade v em relagdo a S na dire¢do do eixo +x. Suponha que as
origens dos referenciais coincidemem ¢ =0et’' = 0.

a) Com base na hipétese de tempo absoluto, deduza a Transformagdo de Galileu:

t =t
¥ = x —ut,
y = v,
7 = z

b) Com base nos principios da relatividade especial, deduza a Transformacdo de Lorentz
(considere a emissao de um pulso luminoso quando as origens dos dois referenciais coinci-
dem):

B
t =yt ——
v( Cx),
.'L'/ = ’}/<.T—60t),
"=,
Z =z
onde
1
= — e [
g gl T
Questao 2

Explique o que significa valor proprio de uma grandeza. Dé exemplos.

Questao 3
Utilizando a transformacao de Lorentz, explique de modo quantitativo e em detalhe o que
sao os fendmenos de

a) contracao de comprimento;
b) dilatacdo temporal.



2. Espaco de Minkowski

Questao 4

A partir da transformacdo de Lorentz, explique o conceito de Espaco-Tempo e de Quadrive-
tor Tempo-Posicdo (contravariante). Para tanto:

a) Discuta as justificativas para o estabelecimento de um sistema de coordenadas retilineas
ortogonais em 4 dimensdes (independéncia das coordenadas).

b) Explique os argumentos que estabelecem a expressao do quadrivetor tempo-posi¢do con-
travariante na forma:

XK = (:1:0,:1:1,:62,:63) = (ct,z,y,2) = (ct,T).

¢) Utilizando a notacdo contravariante, estabeleca a representa¢do matricial da transformagao
de Lorentz e mostre que, em termos dos elementos de matriz, a transformagdo pode ser
expressa por

LI ;o'
2=\, M= n=0,1,2,3.

Questao 5
a) Dé a definicdo de evento no espago-tempo.

b) Mostre que a diferenca entre dois eventos A e B é dada pelo quadrivetor deslocamento:
AXH" = (ctg — cta, 75 — 7a) = (cAt, AF).

Questao 6
Explique, em detalhe, o estabelecimento da expressao da forma quadrdtica fundamental
no espago-tempo (espaco de Minkowski), demonstrando que é dada por

10 0 0
lo-10 0
(gLW>_ 00 =1 0
00 0 -1

Essa expressdo da métrica € unica? Explique.



Questao 7
No espaco de Minkowski o elemento de arco é uma forma definida positiva? Explique,
justificando a denominacdo de Espaco Pseudo-Euclidiano.

Questao 8
a) Mostre que o quadrimomento tempo-posicao covariante é eXpresso por:

—

Xu - (xo,l’1,$2,1’3) = (Ct7 -, Y, _Z) = (Ct7 _F)

e que o produto escalar misto é dado por

X, - XM= (ct)? =72
b) Mostre que o produto misto acima € invariante por transformac¢do de Lorentz.

Questao 9

a) O que € intervalo antre dois eventos e qual sua expressao algébrica?

b) Mostre que esse intervalo pode ser tipo-tempo, tipo-espaco ou tipo-luz e explique o signi-
ficado fisico de cada caso.

Questao 10

Considere uma particula com velocidade v = dr’/dt num referencial inercial S. Pode-
se definir um quadrivetor velocidade (contravariante) na forma Ve = (c,v)? Justifique a
resposta.

Questao 11
a) Explique os argumentos que levam a defini¢do da velocidade em termos do intervalo de
tempo proprio de uma particula e discuta o cardter hibrido dessa grandeza.

b) Mostre que se u € a velocidade de uma particula em termos do intervalo de tempo préprio
e v sua velocidade num referencial inercial S entdo

1
V1—v2/c?

¢) Mostre que o quadrivetor velocidade (contravariante) € expresso por

U= —, onde v =

=2

U* = (ye,71).

d) Mostre que



Questao 12

Considere uma particula de massa m (invariante) e velocidade v num referencial inercial S.
a) Explique os argumentos que levam a definicao do quadrivetor momento linear contravari-
ante na forma

P =" p', 0% p°) = (0", ) = (yme, yma).

b) Explique a origem e justifique a definicdo da energia relativistica E = ymc? e da energia
de repouso E,., = mc?.

¢) Mostre que o quadrivetor energia-momento contravariante € dado por

E

pr
(2

§) = (=, ymi)

Questao 13
Com base nas respostas das questdes anteriores, demonstre os seguintes resultados:

a)

By P = (27 -
b)
B, Pr = mtc
9
B = VR +
d)

2 8 2



