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a) Eletrostática e Magnetostática
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• QUESTÕES PROPOSTAS

1. Conceitos Básicos

As equações de Maxwell da Eletrodinâmica (SI), na forma diferencial e em termos das

densidades volumétricas totais de carga e corrente são dadas por

~∇ · ~E =
ρ

ǫ0
, ~∇× ~E = −

∂ ~B

∂t
,

~∇ · ~B = 0, ~∇× ~B = µ0
~J + µ0ǫ0

∂ ~E

∂t
.

Questão 0

Mostre que para um campo vetorial ~F (~r, t) e um campo escalar f(~r, t), com derivadas de

segunda ordem contı́nuas, tem-se:

a) ~∇ · ~∇× ~F = 0, b) ~∇ ·
∂ ~F

∂t
=

∂

∂t
~∇ · ~F , c) ~∇× ~∇f = 0.

Questão 1

A partir das equações de Maxwell, deduza a Equação da Continuidade (forma diferen-

cial):

~∇ · ~J +
∂ρ

∂t
= 0.

Questão 2

Justificando a resposta, obtenha as expressões dos campos ~E e ~B em termos dos potenci-

ais escalar elétrico Φ e vetorial magnético ~A nos seguintes casos:

a) eletrostática e magnetostática;

b) eletrodinâmica.

Questão 3

Com base na resposta da questão anterior, obtenha as equações diferenciais gerais obe-

decidas pelos potenciais Φ e ~A, nos casos:

a) eletrostática e magnetostática;

b) eletrodinâmica.

Resposta (b):

~∇2Φ+
∂

∂t
[~∇ · ~A] = −

ρ

ǫ0
,

~∇2 ~A−
1

c2
∂2 ~A

∂t2
− ~∇[~∇ · ~A+

1

c2
∂Φ

∂t
] = −µ0

~J.
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Questão 4

a) Mostre que as seguintes transformações de calibre deixam invariantes os campos elétrico

e magnético

~A ⇒ ~A ′ = ~A + ~∇η, Φ ⇒ Φ ′ = Φ−
∂η

∂t
,

onde η(~r, t) é o campo de calibre.

b) Obtenha a equação diferencial que relaciona o campo de calibre com os divergentes de ~A
e ~A ′.

c) Qual a interpretação fı́sica formal dessa equação diferencial?

Questão 5

a) Explique o que são Calibre de Coulomb e Calibre de Lorentz.

b) Obtenha as equações diferenciais calibradas obedecidas pelos potenciais Φ e ~A, nos

casos:

b1) eletrostática e magnetostática;

b2) eletrodinâmica.

Resposta (b2):

~∇2Φ−
1

c2
∂2Φ

∂t
= −

ρ

ǫ0
, ~∇2 ~A−

1

c2
∂2 ~A

∂t2
= −µ0

~J.

2. Formulaçao Covariante

Questão 6

Sendo os quadrivetores tempo-posição dados por (Capı́tulo 5)

~Xµ = (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z) = (ct, ~r),
~Xµ = (x0, x1, x2, x3) = (ct,−x,−y,−z) = (ct,−~r),

mostre que os quadrivetores nabla são expressos por

~∂µ =

(

∂

∂(ct)
, ~∇

)

, ~∂µ =

(

∂

∂(ct)
,−~∇

)

.

Questão 7

a) A partir da Equação da Continuidade (questão 1), justifique a definição dos quadrivetores

densidade volumétrica de corrente pelas formas:

~Jµ = (cρ, ~J), ~Jµ = (cρ,− ~J).

b) Mostre que na forma covariante (invariante), a equação da continuidade é expressa pelo

divergente do quadrivetor densidade volumétrica de corrente:

~∂µ · ~Jµ =

3
∑

µ=0

∂Jµ

∂xµ
= 0.
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Questão 8

a) A partir do Calibre de Lorentz (questão 5), justifique a expressão dos quadrivetores po-

tenciais pelas formas:

~Aµ =

(

Φ

c
, ~A

)

, ~Aµ =

(

Φ

c
,− ~A

)

.

b) Mostre que na forma covariante (invariante), a expressão do calibre de Lorentz é dada

pelo divergente do quadrivetor potencial:

~∂µ · ~Aµ =
3

∑

µ=0

∂Aµ

∂xµ
= 0.

Questão 9

No caso da Eletrodinâmica, a partir das expressões vetoriais dos campos ~E e ~B em termos

dos potenciais Φ e ~A (questão 2, ı́tem (b)), obtenha as seis equações escalares corresponden-

tes:

a) em coordenadas retangulares (cartesianas);

b) em termos das componentes dos quadrivetores ~Xµ e ~Aµ.

Questão 10

Com base na resposta do ı́tem (b) da questão anterior e utilizando as componentes co-

variantes do quadrivetor tempo-posição, mostre que as seis equações possuem estrutura

simétrica, com termo geral dado por

∂Aµ

∂xν

−
∂Aν

∂xµ

, µ, ν = 0, 1, 2, 3, µ 6= ν.

Questão 11

Mostre que em termos das componentes retangulares dos campos ~E e ~B, o termo geral

da questão anterior, denotado F µν , possui representação matricial

(F µν) =









0 Ex/c Ey/c Ez/c
−Ex/c 0 Bz −By

−Ey/c −Bz 0 Bx

−Ez/c By −Bx 0









.

Questão 12

A partir da expressão do tensor campo eletromagnético
↔

F µν , o tensor dual
↔

Gµν é obtido

pelas substituições
~E/c → ~B e ~B → −~E/c,

portanto, com representação matricial:
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(Gµν) =









0 Bx By Bz

−Bx 0 −Ez/c Ey/c
−By Ez/c 0 −Ex/c
−Bz −Ey/c Ex/c 0









.

Verifique que as equações de Maxwell na forma tensorial são dadas por:

3
∑

ν=0

∂Gµν

∂xν
= 0 (homogêneas),

3
∑

ν=0

∂F µν

∂xν
= µ0J

µ (não homogêneas), µ = 0, 1, 2, 3.

Questão 13

Verifique que as equações de Maxwell homogêneas podem também ser obtidas direta-

mente do tensor campo eletromagnético através da equação tensorial:

∂F µν

∂xσ
+

∂F νσ

∂xµ
+

∂F σµ

∂xν
= 0, µ, ν, σ = 0, 1, 2, 3, µ 6= ν 6= σ.
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