
F041 e F042 - Tópicos de Fı́sica Matemática I e II (Turma A)

2o semestre / 2014 P1

Nome:............................................................................................................................................

RA:...................................................................

Inı́cio: 14:00 hs - Término: 16:00 hs

As resoluções devem ser claras, precisas e bem explicadas.

Dados:

• Equação cartesiana de uma elipse com semi-eixos a e b:

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

• Forma Quadrática Fundamental

ds2 =
n
∑

i=1

n
∑

j=1

gijdvidvj , gij = hihj v̂i · v̂j =
∂~r

∂vi
·
∂~r

∂vj

• Matriz Inversa

A−1 =
(Cof A) t

|A|
, (Cof A) ≡ (cij),

onde

cij = (−1)i+jmij

sendo mij (denominado menor), o determinante que se obtém eliminando-se a linha e a coluna

correspondente a um dado elemento aij da matriz A.

• Propriedades

|M | = |M t|, ~A · ( ~B × ~C) =
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• Questão 1 (30 pontos: 10, 10, 10)

Considere a seguinte transformação das coordenadas retangulares x e y para coordenadas

curvilı́neas u e ψ:

u =

√

x2

a2
+
y2

b2
= u(x, y), ψ = tan−1{

ay

bx
} = ψ(x, y),

onde a e b são constantes e b 6= a.

(a) Determine a transformação inversa (as coordenadas x e y em função das coordenadas u e ψ)

e expresse o vetor posição ~r em função das coordenadas u e ψ na base fixa {x̂, ŷ}.

(b) Determine os coeficientes métricos do sistema de coordenadas u e ψ e a reprentação matricial

da métrica.

(c) Em quais pontos do plano os versores û e ψ̂ são ortogonais? Justifique a resposta.
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• Questão 2 (30 pontos: 10, 15, 5)

Considere a base retangular ortonormal {x̂, ŷ, ẑ} e uma base arbitrária não ortogonal de ve-

tores {~v1, ~v2, ~v3} (base oblı́qua: 3 vetores não coplanares), cada um com componentes na base

retangular dadas por vix, viy, viz, i = 1, 2, 3. Seja ~A um dado vetor com componentesAx, Ay, Az

na base retangular. DenoteAi, i = 1, 2, 3 as componentes de ~A, não conhecidas, na base arbitrária

{~v1, ~v2, ~v3}.

(a) Monte o sistema correspondente de equações algébricas não homogêneas tendo como incógnitas

Ai, i = 1, 2, 3. Expresse o resultado na forma matricial.

(b) Utilizando o método da matriz inversa (não a Regra de Cramer) e propriedades elementares

de matrizes e determinantes mostre, em detalhe, que a primeira componente de ~A é dada por

A1 = ~A ·
~v2 × ~v3

~v1 · (~v2 × ~v3)
.

(c) Utilizando argumentos de simetria e propriedades elementares sobre matrizes e determinan-

tes, infira a expressão geral para as três componentes de ~A, expressando o resultado de forma

compacta.
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• Questão 3 (40 pontos: 10, 10, 10, 5, 5)

Considere um vetor ~A e uma base oblı́qua no plano {~v1, ~v2}, sendo ~vi = viv̂i, i = 1, 2.

(a) Justificando a resposta (utilize a definição de bases recı́procas), faça um esboço (desenho) dos

versores associados à base dada e à sua base recı́proca.

(b) Determine as expressões algébricas das componentes do vetor ~A nas duas bases de verso-

res (dada e recı́proca). Faça um esboço indicando essas componentes (projeções paralelas) no

gráfico.

(c) Repita o ı́tem anterior para as projeções ortogonais do vetor ~A nas duas bases.

(d) Mostre, geometricamente (através de esquema, desenho), que as extensões das paralelas aos

vetores da base dada levam a projeções ortogonais na base recı́proca. Quais expressões algébricas

correspondem a essas propriedades geométricas?

(e) Mostre, geometricamente, que as projeções paralelas aos vetores da base recı́proca são ex-

tensões das projeções ortogonais aos vetores da base dada. Quais expressões algébricas corres-

pondem a essas propriedades geométricas?
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