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e QUESTOES PROPOSTAS
A. Estabelecimento do Problema

Questio 1

a) Explique o que significa problema de dois corpas energia potencial central. Discuta
em detalhe as condi¢cOes assumidas;

b) Escreva a “Lagrangiana Geral” para o problema de doisosspb a acao de uma ener-
gia potencial central, considerando a origemio sistema de referéncia fixa no sistema de
laboratério (figura 1). Utilize notagao vetorial.

my

Figura 1: Questao 1.

Quesfio 2

Sendom; e m, as massas dos corpos interagentes, posicao do centro de massa do
sistema &~ 0 vetor relativo den; ams, mostre que a energia cinética do sistema pode ser
expressa por:

1 5,2 1 mimeo -2
T By ()7,
2(m1+m2) —|—2 M + r

Cada termo é associado a qual tipo de movimento?

Quesfio 3

a) Mostre que o problema de dois corpos, sob a acao de umgigepetencial central,
pode ser reduzido ao problema equivalente de um corpogatae/definicao de uma massa
reduzida para o sistema. Explique em detalhe as condag®esnidas.

b) Explique o significado fisico e geométrico desse pmlalequivalente de um corpo.

c) Esse problema equivalente pode ser exato ou aproximagc@t® e explique essas duas
situacoes.

Questio 4
Da questao 3, a lagrangiana do problema equivalente de tpo sob a acao de uma
energia potencial central pode ser expressa por
1 -

inmfﬁ—U(T),



ondem = mymsy/(my + ms) € a massa reduzida do sistema.
a) Mostre que a forca central associada & energia poteecitial genéricd/(r) € dada por

EF(7) = F(r)?.

(utilize o operador vetorial nabl em coordenadas esféricas ou retangulares).
b) Explique os significados fisico e geométrico dessgaferdé alguns exemplos de interesse
fisico.

B. Teoremas de Conservao - Integrais Primeiras de Movimento

Questio 5
Utilizando uma abordagem vetorial, mostre que para umacpétsubmetida a uma
forca central genérica (questao 4):
a) 0 momento angular & conservado;
b) a trajetoria & plana, contida no plano perpendicularedor momento angular.

Questio 6
Com base nos resultados da questao 5, considere agoradagdoranalitica.
a) Justificando a resposta, obtenha as coordenadas gesaaladequadas ao problema de
dois corpos sob a acao de uma energia potencial central.
b) Mostre que em termos das coordenadas generalizadasadagra € expressa por:
1 1

L = §m7‘“2 + §m7“29'2 —U(r) = L(r, 7 0).

c¢) Justificando a resposta, mostre guetagral Primeira de Momento Anguld@ dada por

po = mr?0 = | (constante).

Questio 7

Considere novamente a abordagem vetorial.
a) Dé a definicao deelocidade Areolae obtenha sua expressao em coordenadas polares.
b) Mostre que o raio vetor de uma particula submetida a unga feentral varre areas iquais
em tempos iquais.

Quesftio 8
Para um sistema comgraus de liberdade, a funcao energia &€ dada por

h = QJ7QJ7 qu qjquut>
e obedece
dh _ 0L
dt ot



a) Mostre que, no caso do problema de dois corpos sob a &ca@md energia potencial
central, tem-se
1 -2 1 212
hzimr +gmr >+U(r)=T+U=EFE
e que a energia totdl & constante.
b) Introduzindo na expressao acima o momento ang\tprestao 6), mostre qudrte-
gral Primeira de Energigpode ser expressa por

Questio 9
No caso de uma energia potencial central genérica, o monfiaear (radial) € conser-
vado? Justifique a resposta.

Questio 10

Para uma particula submetida a uma energia potenciabtgetrérical/ (), asEqua®es
Paramétricas da Trajebria, r(¢) e 0(t), podem ser formalmentitidas a partir dalmitegrais
Primeiras do Moviment¢questao 6, item c e questao 8, item b). Demonstre essaaéo,
respondendo, em detalhe, as questdes dos itens que seguem
a) A partir das integrais primeiras, demonstre os seguiategtados:

I rt dt
0(t) = — + 6y, t=1/= )
(*) m Jo 7“2(15’) 0 /rg \/E l2/2mrl2 U(r')

b) Quantas e quais sao as constantes de integracaafdetdas pelas condi¢oes iniciais)?
c¢) Qual o procedimento formplara se obter as equacdes paramétricas da trajetoria?

Questio 11
a) No caso da questao anterior, mostre que pode-se tanmttemfarmalmente Equago
da Trajebria, demonstrando o seguinte resultado:

!/

/ dr 10,
7o 7“’2\/E l2/2mr’2 U(r')

b) Quais sao as constantes de integracao?
¢) Qual a importancia fisica desse resultado?

C. Equagdes de Lagrange

Questio 12
a) Escreva a Lagrangiana para o problema equivamente deantheufa submetida a uma
energia potencial central (massaenergia potencidl/(r)).
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b) A partir da equacdes de Euler-Lagrange, obtenha ag@égsae movimento.

c) Essa equacdes sao as mesmas obtidas através daasésjutel Newton F' = dp/dt?
Justifique a resposta.

d) Explique como pode-se obter formalmeaseequacdes paramétricas da trajetoria.

Questio 13

a) A partir das equacgdes de movimento da questao antetimduzindo o momento angular
[, a for¢a central correspondentee efetuando a mudanca de variavek 1/u, obtenha a
seguinte equacao diferencial

d*u m

ou, em termos de:

d? 11 1 mr?

i i)+ =T o

b) Quais os significados fisico e geométrico associadossa mesultado e qual sua im-
portancia fundamental?

r r

Questio 14
Marion - Thornton, exemplos 8.1 e 8.2.

D. Energia Potencial Efetiva e Energia Centifuga

Questio 15

Considerando analogias com o movimento de uma particulaneadimensao (subme-
tida a uma energia potencial dependente s6 da posigdmigee o conceito e dé a definicao
deEnergia Potencial Efetivassociada a uma forca central.

Questio 16
Utilizando o operador vetorial nab¥ em coordenadas polares ou retangulares, mostre
que

Questio 17

a) Explique o conceito e dé a definicao Heergia Centifuga associada ao problema de
forgas centrais.

b) Deduza a expressao Bar¢ca Centifugaassociada a energia centrifuga.

c) Expligue em detalhe o efeito da for¢a ou energia cergggiho movimento de uma particula
submetida a uma forca central.

d) A forca centrifuga tem origem dinamica? Explique.
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Questio 18
Considere a sequinte funcao real de uma variavel real:
a b
flx)=———, a>0 e b>0.
T i
a) Quais sao os limites dgx) parar — ez — 0?
b) Determine os extremos ¢fdx) e os valores de para esses extremos. S0 maximos ou
minimos? Justifique a resposta.
c¢) Faca um esboco do grafico dér), indicando nos eixos os valores dos extremos ()
em termos dos parametro® b.

Resposta item (b)y = 2a/b e f(xg) = —b?/4a.

Questio 19
A variacao da energia potencial associada a uma fBrgantre dois pontos; e 7, €
definida por

Utilizando escolhas adequadas para os pontos de refa@mbe toma-s& = 0, determine a
energia potencial associada as forgas centrais dostelogsabaixo. Em seguida, justificando
a resposta, esboce os graficos das energias potenciaiagdssociadas

a)

F=—k# k>0 (oscilador harmdnico isotropicp

b)
= k. : :
F = —7, considerando os dois casos k>0 e k<O0.
r
Questio 20
Considere uma energia potencial central atrativa do tipo
k
Ur)y=——, k>0, n>0.
,,an

a) Para quais valores dea particula pode atingir a origem (centro de forca), ésteencer a
barreira da forca centrifuga? Justifique a resposta.
b) Marion - Thornton, exemplo 8.3.

E. Discus$o Geral sobre Movimentos Podseis e Trajetorias

Questio 21
Explique os seguintes conceitos:



a) Curvas abertas, curvas fechadas, curvas simples e aiwasmples.
b) Trajetorias limitadas e trajetorias nao limitaddisjtadas).
¢) Uma trajetoria limitada pode ser aberta? Explique.

Questio 22

Considere o movimento de uma particula submetida a uma tmatral com a energia
potencial efetiva (tipica/genérica) indicada na figuraigo. Se a particula possui momento
angular/ > 0, discuta os movimentos e trajetorias possiveis Nos SEFUCASOS:
a) I = E, (equilibrio estavel);
b) £ = F; (um ponto de retorno);
c) F = E, (dois pontos de retorno).

Figura 2: Questao 22.

Questio 23
No caso da questao anterior,/se 0 quais Sao 0s movimentos e trajetorias possiveis?

Questio 24
No caso de dois pontos de retorno da qUestao 22 7yin € 1y = Tmax, a trajetoria
abaixo & possivel? Explique.

Figura 3: Questao 24.
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Questio 25
a) No caso de trajetorias com dois pontos de retorno, expligque sao: periodo radial

periodo angulary e precessao (revolucao).
b) Considere que a particula parte de um pohtte coordenadas,., € ¢y, como indicado
na figura que segue. Faga um esboco das trajetorias/pisssos casos em que > 7y €

7. < 1y. Utilize duas figuras.
c) Faca um esboco da trajetoria no caso emmgue 7y. Qual o nome desse tipo de curva?

Figura 4: Questao 25.

Questio 26
No caso de dois pontos de retorno, mostre que a condicaanagetoria fechada, apos

uma revolucao, é que a razao entre os periodos radmgda seja um numero racional:

Tr .
— n e m Inteiros.

Y

n
To m

Questio 27
No caso de dois pontos de retorno, o angulo de aberturaspomdente a um periodo

radial ("nax — Tmin — Tmax) € denominadé\ngulo de Varredura\d (figura abaixo).

Figura 5: Questao 27.
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a) Mostre que para uma energia potencial certti@l), esse angulo pode ser calculado
através da seguinte integral:

AN =9 [T dr

Tmnin r2\/2m[E —12/2mr? — U(T)].

b) Mostre que a condicao para trajetoria fechada & cuegald de varredura, num periodo
radial, seja uma fracao racional 2e radianos:

m . .
AO = — 27, m e n inteiros.
n

c) Pode-se demonstrar que somente em casos especidis-da condi¢cao acima & obe-

decida, levando a trajetorias fechadas (Teorema de Bdjtr@uais energias potenciais de
interesse fisico obedecem essa condi¢cao? Veja, pormaee@oldstein Sec. 3.6 ou Lemos
Sec. 1.7.

Questio 28
a) Mostre que no caso de a trajetoria ser uma curva fechagdes, a areal, que tem a
trajetbria como fronteira, pode ser expressa em termogdodo de oscilacao através de

[
A= —T, [ : momento angular.
2m

b) Que periodo é esse? Angular? Radial? Explique.

Questio 29

Considere o caso de pequenas oscilagdes em torno de umdmatuilibrio estavel,.
a) Através da expansao de Taylor da energia potenciaV@fet,(r), mostre que periodo
radial para pequenas oscilacdes (PO) & dado por

PO m " d>
.Y A 27 m, onde Ues(ro) = d—rtef(r)

r="rQ
b) Nesse caso de pequenas oscila¢des, fagca um esbogmdeajetoria possivel.

Questio 30
(Exame de Ingresso Unificado da Pos-Graduac¢&dein. 2008)

Considere uma particula de magssamovendo-se sob a acao de um potencial central
U(r) = k[r/ry]*, ondek er, sdo constantes positivas. Em coordenadas polares o maeime
radial & dado pela equacao:

U, 12
_ drf’ onde Uy =U(r)+

mr =
2mr?

el = mr20 & o momento angular perpendicular ao plano do movimento.
a) Faca um esboco do potencial efetivo.

12



b) Encontre a distanciada particula ao centro de forcas para que seu movimerstBs&
orbita circular com momento angula= 2r,v/mk. Calcule as energias cinética, potencial e
total nessa orbita.

c) Determine o periodo de rotacao desse movimento aircul

d) Se a particula em 6rbita circular sofrer uma pequenuEcao que nao altere o valor
del, ela comecara a oscilar em torno da orbita original. Deitez o periodo de pequenas
oscilacdes radiais desse movimento.

Respostas:

aa=ryT =2kU=k,
C) 79 = mroy/m/k;
d) 779 = 7ro\/m/6k.

F. Forca Central Inversamente Proporcional ao Quadrado daDistancia

Questio 31
Estude o textComenéarios sobre @nicas(pasta F415 C - BIF).

Questio 32
Considere uma forca central inversamente proporcionguadrado da distancia

= k
F(r) = =7, k real (>0 ou <0),
r

com energia potencial associdda= k/r (questao 19).

a) A partir da equacao fundamental que conecta tragegiorca central (questao 13), mostre
que neste caso, em termos da variavel 1/r, tem-se a seguinte equagao diferencial linear
de segunda ordem nao homogénea:

d*u mk

e T T
b) Mostre que a solucao geral dessa equacao, na varigyeada por

% = B+ Acos(f + 9),

sendo

e A e constantes arbitrarias.

Questio 33
A equacao geral das conicas, em coordenadas polaresprgem em um dos focos,
pode ser escrita como (por exemplo, questao 31):
1
— = B+ Acos(6 — 6,),

r
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sendo a excentricidadee a distancia: do centro geomeétrico ao vértice (caso da elipse e
hipérbole) dadas, respectivamente, por

A _‘L
B ‘Tl

e =

Com base na solucao geral para a equacao da trajetbripestao anterior (item b),
responda as questdes dos itens que seguem, justificanekpastas.
a) Qual o significado geométrico da constante de dase
b) Mostre que nos pontos de retorno, oride 0, tem-sedr/df = 0 e com base nesses dois
resultados, mostre que em termos das grandezas do proboma & constantel & dada
por

mk]®>  2mE
A = \l [l—2‘| + l2 )
de modo que

2mFE
2

c) Mostre que em termos das grandezas do problema fisigogateicidade € expressa por

A* =B+

2E1?

= 1 .
e=+ +mk2

d) Mostre que para a elipse e para a hipérbole tem-se:

k
a=|—|.
2K
Qual o significado geomeétrico dessa grandeza? O que se piedie de sua dependéncia
comk e E?
e) Mostre que para a hipérbole,/se< 0 a trajetoria corresponde ao ramo mais proximo do

foco (ramo+) e sek > 0 ao ramo mais distante do foco (ramQ. Faca um esbog¢o desses
dois casos.

Questio 34

Com base na expressao da excentricidade demonstradastaaaseterior (item c):
a) Faca um esboco do grafico da energia tbteim funcao da excentricidade Indique no
grafico os pontos/regides associados a

al) elipse, hipérbole e parabola;

a2) estados ligados e nao ligados (estados de espalhgmento
b) Explique, algebricamente, porque a energia tbtalbde ser negativa. Qual o significado
fisico desse valor algébrico?

14



Questio 35

Considere uma energia potencial atrafiva= —k/r, k > 0 e que a particula & lancada
de uma posi¢caeo, com velocidadey,, perpendicular &, (Figura 6). Faca um esboco das
trajetorias possiveis, indicando as conicas corredpotes.

-

O o

Figura 6: Questao 35.

Questio 36
Para uma forca central inversamente proporcional ao qdadila distancia, a energia
potencial efetiva & dada por

12 k
Uef<’f’) = + —.

2mr? r

Discuta os movimentos e trajetorias possiveis para 0 e em seguida para # 0,
considerando o0s seguintes casos:
a)k =0;
b) k > 0;
C) k < 0. No casd # 0, considere as possibilidades:> 0 F =0e E < 0.
d) Faca um resumo dos graficos e trajetbrias para os adigedos e os estados de espalha-
mento.

Questio 37
Explique o significado dos seguintes termos:
a) Orbita;
b) apsides;
C) pericentro e apocentro;
d) perigeu e apogeu;
e) periélio e afélio.

Questio 38

Explique, resumidamente (umas duas paginas) o queRevaluéo Cosmabgica Re-
feréncias basicas para informac0es adicionais @saul

- H.M. NussenzveigCurso de Fsica Basica, 1 - Meénica(Edgard Bliicher, 1981), Cap.
10 Gravitagao.

- R. FeynmanThe Characther of Physical LagMIT Press, 1965), Chap. 1 The Law of
Gravitation, an example of Physical Law.

- P. Lucie,Fisica Basica 1, A @&nese do Mtodo Cieritfico (Campus, 1977).
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Questio 39
Enuncie as Trés Leis de Kepler.

Questio 40
A Lei da Gravita@o Universalestabelece que “no Universo matéria atrai matéria na
razao direta das massas e inversa do quadrado da distalecs separa”:

= mimsy
F=-d 7.

7’2
a) A partir dessa lei, deduza as duas primeiras leis de K@plgitas elipticas e lei das areas).

b) Levando em conta o efeito da massa reduzida, demostreedréelei de Kepler (razao
entre semi-eixo maior e periodo). Essa lei & exata ou apema? Explique.

Questio 41
A partir das Leis de Kepler e da Terceira Lei de Newton (&e&agao), deduza a Lei da
Gravitacao Universal.

Questio 42

As Leis de Kepler e da Gravitagcao Universal dizem resgtproblema de dois corpos.
Porém, no Universo e no sitema solar em particular, temoproifsiema de muitos corpos.
No caso da orbita da Terra, discuta dois tipos de desvicraddos das Leis de Kepler.

Questio 43
A Mecanica Classica consegue explicar o valor observadprecessao do periélio de
MercUrio? Discuta a resposta de forma qualitativa.

Questio 44
Leia as seguintes secdes do livro texto (Thornton e Marion
- 8.9 Dinamica Orbital
- 8.10Angulos Apsidais e Precessao
- 8.11 Estabilidade d®rbitas Circulares

Questio 45
Mostre que no caso da hipérbole, o angulentre a assintota e o eixo principal esta
relacionado com a excentricidae@ela relagao

1
cosa = —
e

(veja, por exemplo, o textBomenérios sobre ©@nicag.

Questio 46
Considere um projétil de massa, cargag; > 0, sendo espalhado por um alvo de carga
¢2 > 0 fixo na origenmv do SL e que a interac¢ao (repulsao) é coulombiana.
a) Mostre que a trajetoria do projétil corresponde ao raggativo de uma hipérbole;
b) Mostre que o angulg, de espalhamento do projétil no SL, pode ser expresso por

tang—ﬁ m
2 1Vaop’
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ondek = ¢,¢, (Sistema gaussiand)g o momento angular do projétil em relacao a origem
0, E = myu?/2, sendou; a velocidade do projétil no SL.

Questio 47
a) Explique o conceito darametro de Impact@ obtenha sua relacdo com o momento
angularl.
b) Mostre que em termos do parametro de impacto da colisédngulo de espalhamento
do projétil (questao anterior) & expresso por:

v e

tan — =
2 mlu%b

Questio 48

a) Explique o conceito e dé a definicao 8e@o de Choquale uma colisdo. Discuta as
interpretacdes estatistica e geométrica dessa graficéca.

b) Mostre que, num experimento de colisdesps@ o niUmero de particulas espalhadas por
unidade de tempa?; o nimero de particulas incidentes por unidade de tempo eimero

de centros espalhadores por unidade de area do alvo,&8&#@0 de Choque Diferencid
dada por

do.
do =
7 ne;
e, no caso de simetria azimutal:
do = 27bdb.

Questio 49

Com base nos resultados das questdes 46, 47 e 48, mostreSggmale Choque de
Rutherford(diferencial), no caso de alvo fixo, pode ser expressa por
a)

do | @@ * 2mseny
dy | 2myu? sen(L)’

b)

do _ | e 2c:ose(:zl(g)
dQ 2myu? 27

onded() = 2wsentydy) € 0 elemento de angulo sélido, no caso de simetria azimuta

Questio 50
a) No caso da questao anterior, mostre que a distanciardeim@acao maxima do projeto
em relacao ao alvo €& dada por

_ 2019
mlu% .

b) Expligue a importancia fisica desse resultado no éxyato de Rutherford.

To
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