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F. Força Central Inversamente Proporcional ao Quadrado daDistância
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• Trajetória Tı́pica
• Exemplo

F. Força Central Inversamente Proporcional ao Quadrado daDistância
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• Aspecto Teórico: Estado de Espalhamento e Trajetória Hiperbólica
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4



• QUESTÕES PROPOSTAS

A. Estabelecimento do Problema

Quest̃ao 1
a) Explique o que significao problema de dois corpose energia potencial central. Discuta
em detalhe as condições assumidas;
b) Escreva a “Lagrangiana Geral” para o problema de dois corpos sob a ação de uma ener-
gia potencial central, considerando a origemo do sistema de referência fixa no sistema de
laboratório (figura 1). Utilize notação vetorial.

m1

~r1 m2

O
~r2

Figura 1: Questão 1.

Quest̃ao 2
Sendom1 em2 as massas dos corpos interagentes,~R a posição do centro de massa do

sistema e~r o vetor relativo dem1 am2, mostre que a energia cinética do sistema pode ser
expressa por:

T =
1

2
(m1 +m2) ~̇R

2

+
1

2

(

m1m2

m1 +m2

)

~̇r
2

.

Cada termo é associado a qual tipo de movimento?

Quest̃ao 3
a) Mostre que o problema de dois corpos, sob a ação de uma energia potencial central,
pode ser reduzido ao problema equivalente de um corpo, através de definição de uma massa
reduzida para o sistema. Explique em detalhe as condiçõesassumidas.
b) Explique o significado fı́sico e geométrico desse problema equivalente de um corpo.
c) Esse problema equivalente pode ser exato ou aproximado? Discuta e explique essas duas
situações.

Quest̃ao 4
Da questão 3, a lagrangiana do problema equivalente de um corpo sob a ação de uma

energia potencial central pode ser expressa por

L =
1

2
m~̇r

2 − U(r),
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ondem = m1m2/(m1 +m2) é a massa reduzida do sistema.
a) Mostre que a força central associada à energia potencial central genéricaU(r) é dada por

~F (~r) = F (r)r̂.

(utilize o operador vetorial nabla~∇ em coordenadas esféricas ou retangulares).
b) Explique os significados fı́sico e geométrico dessa forc¸a e dê alguns exemplos de interesse
fı́sico.

B. Teoremas de Conservaç̃ao - Integrais Primeiras de Movimento

Quest̃ao 5
Utilizando uma abordagem vetorial, mostre que para uma partı́cula submetida a uma

força central genérica (questão 4):
a) o momento angular é conservado;
b) a trajetória é plana, contida no plano perpendicular aovetor momento angular.

Quest̃ao 6
Com base nos resultados da questão 5, considere agora a abordagem analı́tica.

a) Justificando a resposta, obtenha as coordenadas generalizadas adequadas ao problema de
dois corpos sob a ação de uma energia potencial central.
b) Mostre que em termos das coordenadas generalizadas a lagrangiana é expressa por:

L =
1

2
mṙ2 +

1

2
mr2θ̇2 − U(r) = L(r, ṙ, θ̇).

c) Justificando a resposta, mostre que aIntegral Primeira de Momento Angularé dada por

pθ = mr2θ̇ ≡ l (constante).

Quest̃ao 7
Considere novamente a abordagem vetorial.

a) Dê a definição deVelocidade Areolare obtenha sua expressão em coordenadas polares.
b) Mostre que o raio vetor de uma partı́cula submetida a uma força central varre áreas iquais
em tempos iquais.

Quest̃ao 8
Para um sistema coms graus de liberdade, a função energia é dada por

h = h(qj , q̇j, t) =
s

∑

k=1

q̇k
∂L

∂q̇k
− L(qj , q̇j , t)

e obedece

dh

dt
= −∂L

∂t
.
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a) Mostre que, no caso do problema de dois corpos sob a ação de uma energia potencial
central, tem-se

h =
1

2
mṙ2 +

1

2
mr2θ̇2 + U(r) = T + U = E

e que a energia totalE é constante.
b) Introduzindo na expressão acima o momento angularl (questão 6), mostre que aInte-

gral Primeira de Energiapode ser expressa por

E =
1

2
mṙ2 +

l2

2mr2
+ U(r) = E(r, ṙ).

Quest̃ao 9
No caso de uma energia potencial central genérica, o momento linear (radial) é conser-

vado? Justifique a resposta.

Quest̃ao 10
Para uma partı́cula submetida a uma energia potencial central genérica,U(r), asEquaç̃oes

Paraḿetricas da Trajet́oria, r(t) eθ(t), podem ser formalmenteobtidas a partir dasIntegrais
Primeiras do Movimento(questão 6, ı́tem c e questão 8, ı́tem b). Demonstre essa afirmação,
respondendo, em detalhe, as questões dos ı́tens que seguem.
a) A partir das integrais primeiras, demonstre os seguintesresultados:

θ(t) =
l

m

∫ t

0

dt′

r2(t′)
+ θ0, t =

√

m

2

∫ r

r0

dr′
√

E − l2/2mr′2 − U(r′)
.

b) Quantas e quais são as constantes de integração (determinadas pelas condições iniciais)?
c) Qual o procedimento formalpara se obter as equações paramétricas da trajetória?

Quest̃ao 11
a) No caso da questão anterior, mostre que pode-se também obter formalmentea Equaç̃ao
da Trajet́oria, demonstrando o seguinte resultado:

θ(r) =
l√
2m

∫ r

r0

dr′

r′2
√

E − l2/2mr′2 − U(r′)
+ θo.

b) Quais são as constantes de integração?
c) Qual a importância fı́sica desse resultado?

C. Equações de Lagrange

Quest̃ao 12
a) Escreva a Lagrangiana para o problema equivamente de uma partı́cula submetida a uma
energia potencial central (massam, energia potencialU(r)).
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b) A partir da equações de Euler-Lagrange, obtenha as equações de movimento.
c) Essa equações são as mesmas obtidas através da segunda lei de Newton,~F = d~p/dt?
Justifique a resposta.
d) Explique como pode-se obter formalmenteas equações paramétricas da trajetória.

Quest̃ao 13
a) A partir das equações de movimento da questão anterior, introduzindo o momento angular
l, a força central correspondenteF e efetuando a mudança de variávelr = 1/u, obtenha a
seguinte equação diferencial

d2u

dθ2
+ u = − m

u2l2
F (1/u),

ou, em termos der:

d2

dθ2

[

1

r

]

+
1

r
= −mr

2

l2
F (r).

b) Quais os significados fı́sico e geométrico associados a esse resultado e qual sua im-
portância fundamental?

Quest̃ao 14
Marion - Thornton, exemplos 8.1 e 8.2.

D. Energia Potencial Efetiva e Energia Centŕıfuga

Quest̃ao 15
Considerando analogias com o movimento de uma partı́cula emuma dimensão (subme-

tida a uma energia potencial dependente só da posição), explique o conceito e dê a definição
deEnergia Potencial Efetivaassociada a uma força central.

Quest̃ao 16
Utilizando o operador vetorial nabla~∇ em coordenadas polares ou retangulares, mostre

que

~∇
[

1

r2

]

= − 2

r3
r̂.

Quest̃ao 17
a) Explique o conceito e dê a definição deEnergia Centŕıfuga associada ao problema de
forças centrais.
b) Deduza a expressão daForça Centŕıfugaassociada à energia centrı́fuga.
c) Explique em detalhe o efeito da força ou energia centrı́fuga no movimento de uma partı́cula
submetida a uma força central.
d) A força centrı́fuga tem origem dinâmica? Explique.
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Quest̃ao 18
Considere a sequinte função real de uma variável real:

f(x) =
a

x2
− b

x
, a > 0 e b > 0.

a) Quais são os limites def(x) parax → ∞ ex → 0?

b) Determine os extremos def(x) e os valores dex para esses extremos. São máximos ou
mı́nimos? Justifique a resposta.

c) Faça um esboço do gráfico def(x), indicando nos eixos os valores dos extremos (x e f )
em termos dos parâmetrosa e b.

Resposta ı́tem (b):x0 = 2a/b ef(x0) = −b2/4a.

Quest̃ao 19
A variação da energia potencial associada a uma força~F , entre dois pontos~r1 e ~r2, é

definida por

U(~r2) − U(~r1) = −
∫ ~r2

~r1

~F · d~r.

Utilizando escolhas adequadas para os pontos de referência onde toma-seU = 0, determine a
energia potencial associada às forças centrais dos dois ´ıtens abaixo. Em seguida, justificando
a resposta, esboce os gráficos das energias potenciais efetivasassociadas
a)

~F = −k ~r, k > 0 (oscilador harmônico isotrópico).

b)

~F =
k

r2
r̂, considerando os dois casos k > 0 e k < 0.

Quest̃ao 20
Considere uma energia potencial central atrativa do tipo

U(r) = − k

rn
, k > 0, n > 0.

a) Para quais valores den a partı́cula pode atingir a origem (centro de força), isto ´e, vencer a
barreira da força centrı́fuga? Justifique a resposta.
b) Marion - Thornton, exemplo 8.3.

E. Discuss̃ao Geral sobre Movimentos Posśıveis e Trajetórias

Quest̃ao 21
Explique os seguintes conceitos:
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a) Curvas abertas, curvas fechadas, curvas simples e curvasnão simples.

b) Trajetórias limitadas e trajetórias não limitadas (ilimitadas).

c) Uma trajetória limitada pode ser aberta? Explique.

Quest̃ao 22
Considere o movimento de uma partı́cula submetida a uma forc¸a central com a energia

potencial efetiva (tı́pica/genérica) indicada na figura abaixo. Se a partı́cula possui momento
angularl > 0, discuta os movimentos e trajetórias possı́veis nos seguintes casos:
a)E = E0 (equilı́brio estável);
b)E = E1 (um ponto de retorno);
c)E = E2 (dois pontos de retorno).

r

Uef(r)

r1 r2 r0 r′
2

E0

E2

E1

Figura 2: Questão 22.

Quest̃ao 23
No caso da questão anterior, sel = 0 quais são os movimentos e trajetórias possı́veis?

Quest̃ao 24
No caso de dois pontos de retorno da questão 22,r2 = rmin e r′

2
= rmax, a trajetória

abaixo é possı́vel? Explique.

rmax

rmin

Figura 3: Questão 24.
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Quest̃ao 25
a) No caso de trajetórias com dois pontos de retorno, explique o que são: perı́odo radialτr,
perı́odo angularτθ e precessão (revolução).
b) Considere que a partı́cula parte de um pontoA de coordenadasrmax e θ0, como indicado
na figura que segue. Faça um esboço das trajetórias possı́veis nos casos em queτr > τθ e
τr < τθ. Utilize duas figuras.
c) Faça um esboço da trajetória no caso em queτr = τθ. Qual o nome desse tipo de curva?

A

θ0

rmax

rmin x

y

Figura 4: Questão 25.

Quest̃ao 26
No caso de dois pontos de retorno, mostre que a condição para trajetória fechada, após

uma revolução, é que a razão entre os perı́odos radial e angular seja um número racional:

τr
τθ

=
n

m
, n e m inteiros.

Quest̃ao 27
No caso de dois pontos de retorno, o ângulo de abertura correspondente a um perı́odo

radial (rmax → rmin → rmax) é denominadôAngulo de Varredura∆θ (figura abaixo).

∆θ

Figura 5: Questão 27.
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a) Mostre que para uma energia potencial centralU(r), esse ângulo pode ser calculado
através da seguinte integral:

∆θ = 2l
∫ rmax

rmin

dr

r2

√

2m[E − l2/2mr2 − U(r)]
.

b) Mostre que a condição para trajetória fechada é que o ˆangulo de varredura, num perı́odo
radial, seja uma fração racional de2π radianos:

∆θ =
m

n
2π, m e n inteiros.

c) Pode-se demonstrar que somente em casos especiais deU(r) a condição acima é obe-
decida, levando a trajetórias fechadas (Teorema de Bertrand). Quais energias potenciais de
interesse fı́sico obedecem essa condição? Veja, por exemplo, Goldstein Sec. 3.6 ou Lemos
Sec. 1.7.

Quest̃ao 28
a) Mostre que no caso de a trajetória ser uma curva fechada simples, a áreaA, que tem a
trajetória como fronteira, pode ser expressa em termos do perı́odo de oscilaçãoτ através de

A =
lτ

2m
, l : momento angular.

b) Que perı́odo é esse? Angular? Radial? Explique.

Quest̃ao 29
Considere o caso de pequenas oscilações em torno de um ponto de equilı́brio estávelr0.

a) Através da expansão de Taylor da energia potencial efetiva Uef(r), mostre que perı́odo
radial para pequenas oscilações (PO) é dado por

τ PO

r ≈ 2π

√

m

U
′′

ef(r0)
, onde U

′′

ef(r0) =
d2

dr2
Uef(r)

∣

∣

∣

∣

∣

r=r0

.

b) Nesse caso de pequenas oscilações, faça um esboço de uma trajetória possı́vel.

Quest̃ao 30
(Exame de Ingresso Unificado da Pós-Graduação - 1o. Sem. 2008)

Considere uma partı́cula de massam movendo-se sob a ação de um potencial central
U(r) = k[r/r0]

4, ondek er0 são constantes positivas. Em coordenadas polares o movimento
radial é dado pela equação:

mr̈ = −dUef

dr
, onde Uef = U(r) +

l2

2mr2

e l = mr2θ̇ é o momento angular perpendicular ao plano do movimento.
a) Faça um esboço do potencial efetivo.
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b) Encontre a distânciaa da partı́cula ao centro de forças para que seu movimento seja uma
órbita circular com momento angularl = 2r0

√
mk. Calcule as energias cinética, potencial e

total nessa órbita.
c) Determine o perı́odo de rotação desse movimento circular.
d) Se a partı́cula em órbita circular sofrer uma pequena perturbação que não altere o valor
de l, ela começara a oscilar em torno da órbita original. Determine o perı́odo de pequenas
oscilações radiais desse movimento.
Respostas:

a)a = r0, T = 2k, U = k;

c) τθ = πr0
√

m/k;

d) τPO

r = πr0
√

m/6k.

F. Força Central Inversamente Proporcional ao Quadrado daDistância

Quest̃ao 31
Estude o textoComent́arios sobre Ĉonicas(pasta F415 C - BIF).

Quest̃ao 32
Considere uma força central inversamente proporcional aoquadrado da distância

~F (~r) =
k

r2
r̂, k real (> 0 ou < 0),

com energia potencial associadaU = k/r (questão 19).
a) A partir da equação fundamental que conecta trajetória e força central (questão 13), mostre
que neste caso, em termos da variávelu = 1/r, tem-se a seguinte equação diferencial linear
de segunda ordem não homogênea:

d2u

dθ2
+ u = −mk

l2
.

b) Mostre que a solução geral dessa equação, na variável r, é dada por

1

r
= B + A cos(θ + δ),

sendo

B = −mk
l2

eA e δ constantes arbitrárias.

Quest̃ao 33
A equação geral das cônicas, em coordenadas polares, comorigem em um dos focos,

pode ser escrita como (por exemplo, questão 31):

1

r
= B + A cos(θ − θ0),
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sendo a excentricidadee e a distânciaa do centro geométrico ao vértice (caso da elipse e
hipérbole) dadas, respectivamente, por

e =
A

|B| , a =

∣

∣

∣

∣

B

A2 − B2

∣

∣

∣

∣

.

Com base na solução geral para a equação da trajetória da questão anterior (ı́tem b),
responda as questões dos ı́tens que seguem, justificando asrespostas.
a) Qual o significado geométrico da constante de faseδ?
b) Mostre que nos pontos de retorno, ondeṙ = 0, tem-sedr/dθ = 0 e com base nesses dois
resultados, mostre que em termos das grandezas do problema fı́sico, a constanteA é dada
por

A =

√

√

√

√

[

mk

l2

]2

+
2mE

l2
,

de modo que

A2 = B2 +
2mE

l2
.

c) Mostre que em termos das grandezas do problema fı́sico, a excentricidade é expressa por

e = +

√

1 +
2El2

mk2
.

d) Mostre que para a elipse e para a hipérbole tem-se:

a =

∣

∣

∣

∣

∣

k

2E

∣

∣

∣

∣

∣

.

Qual o significado geométrico dessa grandeza? O que se pode inferir de sua dependência
comk eE?
e) Mostre que para a hipérbole, sek < 0 a trajetória corresponde ao ramo mais próximo do
foco (ramo+) e sek > 0 ao ramo mais distante do foco (ramo−). Faça um esboço desses
dois casos.

Quest̃ao 34
Com base na expressão da excentricidade demonstrada na questão anterior (ı́tem c):

a) Faça um esboço do gráfico da energia totalE em função da excentricidadee. Indique no
gráfico os pontos/regiões associados a

a1) elipse, hipérbole e parábola;
a2) estados ligados e não ligados (estados de espalhamento)

b) Explique, algebricamente, porque a energia totalE pode ser negativa. Qual o significado
fı́sico desse valor algébrico?
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Quest̃ao 35
Considere uma energia potencial atrativaU = −k/r, k > 0 e que a partı́cula é lançada

de uma posição~r0 com velocidade~v0, perpendicular a~r0 (Figura 6). Faça um esboço das
trajetórias possı́veis, indicando as cônicas correspondentes.

v0

~r0

U = −

k
r

O

Figura 6: Questão 35.

Quest̃ao 36
Para uma força central inversamente proporcional ao quadrado da distância, a energia

potencial efetiva é dada por

Uef (r) =
l2

2mr2
+
k

r
.

Discuta os movimentos e trajetórias possı́veis paral = 0 e em seguida paral 6= 0,
considerando os seguintes casos:
a)k = 0;
b) k > 0;
c) k < 0. No casol 6= 0, considere as possibilidades:E > 0 E = 0 eE < 0.
d) Faça um resumo dos gráficos e trajetórias para os estados ligados e os estados de espalha-
mento.

Quest̃ao 37
Explique o significado dos seguintes termos:

a) órbita;
b) apsides;
c) pericentro e apocentro;
d) perigeu e apogeu;
e) periélio e afélio.

Quest̃ao 38
Explique, resumidamente (umas duas páginas) o que foi aRevoluç̃ao Cosmoĺogica. Re-

ferências básicas para informações adicionais às aulas:
- H.M. Nussenzveig,Curso de F́ısica B́asica, 1 - Meĉanica(Edgard Blücher, 1981), Cap.

10 Gravitação.
- R. Feynman,The Characther of Physical Law(MIT Press, 1965), Chap. 1 The Law of

Gravitation, an example of Physical Law.
- P. Lucie,Fı́sica B́asica 1, A Ĝenese do Ḿetodo Cient́ıfico (Campus, 1977).
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Quest̃ao 39
Enuncie as Três Leis de Kepler.

Quest̃ao 40
A Lei da Gravitaç̃ao Universalestabelece que “no Universo matéria atrai matéria na

razão direta das massas e inversa do quadrado da distânciaque as separa”:

~F = −Gm1m2

r2
r̂.

a) A partir dessa lei, deduza as duas primeiras leis de Kepler(órbitas elı́pticas e lei das áreas).
b) Levando em conta o efeito da massa reduzida, demostre a terceira lei de Kepler (razão
entre semi-eixo maior e perı́odo). Essa lei é exata ou aproximada? Explique.

Quest̃ao 41
A partir das Leis de Kepler e da Terceira Lei de Newton (ação/reação), deduza a Lei da

Gravitação Universal.

Quest̃ao 42
As Leis de Kepler e da Gravitação Universal dizem respeitoao problema de dois corpos.

Porém, no Universo e no sitema solar em particular, temos umproblema de muitos corpos.
No caso da órbita da Terra, discuta dois tipos de desvios observados das Leis de Kepler.

Quest̃ao 43
A Mecânica Clássica consegue explicar o valor observado da precessão do periélio de

Mercúrio? Discuta a resposta de forma qualitativa.

Quest̃ao 44
Leia as seguintes seções do livro texto (Thornton e Marion):
- 8.9 Dinâmica Orbital
- 8.10Ângulos Apsidais e Precessão
- 8.11 Estabilidade déOrbitas Circulares

Quest̃ao 45
Mostre que no caso da hipérbole, o ânguloα entre a assı́ntota e o eixo principal está

relacionado com a excentricidadee pela relação

cosα =
1

e

(veja, por exemplo, o textoComent́arios sobre Ĉonicas).

Quest̃ao 46
Considere um projétil de massam1, cargaq1 > 0, sendo espalhado por um alvo de carga

q2 > 0 fixo na origemo do SL e que a interação (repulsão) é coulombiana.
a) Mostre que a trajetória do projétil corresponde ao ramonegativo de uma hipérbole;
b) Mostre que o ânguloψ, de espalhamento do projétil no SL, pode ser expresso por

tan
ψ

2
=
k

l

√

m1

2E
,
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ondek = q1q2 (sistema gaussiano),l é o momento angular do projétil em relação à origem
o, E = m1u

2

1
/2, sendou1 a velocidade do projétil no SL.

Quest̃ao 47
a) Explique o conceito deParâmetro de Impactoe obtenha sua relação com o momento
angularl.
b) Mostre que em termos do parâmetro de impacto da colisão,b, o ângulo de espalhamento
do projétil (questão anterior) é expresso por:

tan
ψ

2
=

q1q2
m1u2

1b

Quest̃ao 48
a) Explique o conceito e dê a definição deSeç̃ao de Choquede uma colisão. Discuta as
interpretações estatı́stica e geométrica dessa grandeza fı́sica.
b) Mostre que, num experimento de colisões, seΦe é o número de partı́culas espalhadas por
unidade de tempo,Φi o número de partı́culas incidentes por unidade de tempo en o número
de centros espalhadores por unidade de área do alvo, entãoaSeç̃ao de Choque Diferencialé
dada por

dσ =
dφe
nφi

e, no caso de simetria azimutal:

dσ = 2πbdb.

Quest̃ao 49
Com base nos resultados das questões 46, 47 e 48, mostre que aSeç̃ao de Choque de

Rutherford(diferencial), no caso de alvo fixo, pode ser expressa por
a)

dσ

dψ
=

[

q1q2
2m1u

2
1

]2
2πsenψ

sen4(ψ
2
)
.

b)

dσ

dΩ
=

[

q1q2
2m1u2

1

]2

cosec4(
ψ

2
),

ondedΩ = 2πsenψdψ é o elemento de ângulo sólido, no caso de simetria azimutal.

Quest̃ao 50
a) No caso da questão anterior, mostre que a distância de aproximação máxima do projeto
em relação ao alvo é dada por

r0 =
2q1q2
m1u2

1

.

b) Explique a importância fı́sica desse resultado no experimento de Rutherford.
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