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• QUESTÕES PROPOSTAS

Os exemplos e problemas indicados, referem-se ao livro texto principal (Griffiths, 3a.
edição).

1.1Álgebra Vetorial

Quest̃ao 1.Exemplo 1.2.

Quest̃ao 2.Problema 1.4.

Quest̃ao 3.Problema 1.5.

Quest̃ao 4.Problema 1.7.

Quest̃ao 5.Explique o que significam: Campos Escalares, Campos Vetoriais, Campos Esta-
cionários (Estáticos) e Campos Uniformes.

Quest̃ao 6. Considere uma rotação de uma base ortonormal retangular,no plano, de um
ânguloϕ no sentido anti-horário:

{x̂1, x̂2} (dada) ⇒ {x̂
′

1, x̂
′

2} (rotada)

a) Mostre que as componentes do vetor posição na base rotada, x
′

1, x
′

2 são expressos em
termos das componentes na bases dada,x1, x2, por

x
′

1 = cosϕ x1 + senϕ x2, x
′

2 = −senϕ x1 + cosϕ x2.

b) Mostre que a transformação inversa é dada por:

x1 = cosϕ x
′

1 − senϕ x
′

2, x2 = senϕ x
′

1 + cosϕ x
′

2.

Quest̃ao 7. Justificando a resposta, expresse o resultado do ı́tem (a) daquestão anterior em
termos de derivadas parciais e de cossenos diretores. Generalize esses resultados para um
espaço de dimensãon.

Quest̃ao 8.Considerando uma base ortonormal{x̂1, x̂2, x̂3}, determine as matrizes associa-
das às seguintes rotações:
a) Eixosx̂1 e x̂2 de um ânguloϕ em torno do eixôx3 no sentido anti-horário (olhando-se
através de−x̂3):
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b) Eixos x̂1 e x̂3 de um ânguloθ em torno do eixôx2 no sentido anti-horário (olhando-se
através de−x̂2):

Respostas:
(a)

Λ = (λij) =





cosφ sen φ 0
−sen φ cosφ 0

0 0 1



 .

(b)

Λ = (λij) =





cos θ 0 −sen θ
0 1 0

sen θ 0 cos θ



 .

Quest̃ao 9.Considerando uma rotação do sistema de coordenadas num espaço de dimensão
n, dê as definições (geométricas) de escalares e de vetores.

1.2 Cálculo Diferencial

Quest̃ao 10.Considerando as definições (geométricas) de escalares evetores (questão ante-
rior), verifique se as seguintes ternas ordenadas constituem as componentes de um vetor:

a) (dx1, dx2, dx3) - deslocamento infinitesimal.

b) (dx1

dt
, dx2

dt
, dx3

dt
) - velocidade.

c) ( ∂f

∂x1

, ∂f

∂x2

, ∂f

∂x3

), ondef é um campo escalar.

d) ( ∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ∂
∂x3

) - Nabla (ou Del).

Quest̃ao 11. Sendo Nabla uma transformação (operador) vetorial, ~∇, discuta os produtos
possı́veis desse vetor com campos escalares e vetoriais, introduzindo as expressões do gra-
diente, divergente, rotacional e laplaciano.

Quest̃ao 12.Exemplo 1.3.

Quest̃ao 13.Problema 1.13 (condição do ı́temb: 6= 0).

Quest̃ao 14.Problema 1.16 (condiçãor 6= 0).

Quest̃ao 15.Problema 1.20.

Quest̃ao 16.Problema 1.21.
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Quest̃ao 17.Problema 1.22.

Quest̃ao 18.Problema 1.26 (assume-se derivadas de segunda ordem contı́nuas).

Quest̃ao 19.Problema 1.27 (assume-se derivadas de segunda ordem contı́nuas).

Quest̃ao 20. Para resolver esta importante questão, será útil consultar: F.W. Byron and
R.W. Fuller,Mathematics of Classical and Quantum Theory(Dover Publication, New York,
1992), Sec. 1.7, pag. 28, The Laplacian.

Considere as coordenadas retangularesx, y ez, representadas porx1, x2 ex3, respectiva-
mente e sejaψ(~r) um campo escalar. A expansão de Taylor deψ(~r) em torno de um ponto
P do espaço, considerado na origem do sistema de coordenadasé dada por:

ψ(x1, x2, x3) = ψP +

3
∑

i=1

[

∂ψ

∂xi

]

0

xi +
1

2

3
∑

i=1

3
∑

j=1

[

∂2ψ

∂xi∂xj

]

0

xixj + ...,

ondeψP = ψ(0, 0, 0) e o subscrito0 nas derivadas indica que são calculadas na origem do
sistema de coordenadas. O valor médio deψ(~r) num volumeV é dado por

ψ̄ =
1

V

∫

ψ(~r)dτ,

ondedτ = dx1dx2dx3.
a) Determine o valor médio deψ(~r), na vizinhança do pontoP . Para tanto, considere a
expansão de Taylor até segunda ordem nas derivadas e a vizinhança contida no volume de
um cubo de arestaL e centro geométrico na origem do sistema de coordenadas (figura). Note
que em coordenadas retangulares,

3
∑

i=1

[

∂2ψ

∂x2
i

]

0

é o laplaciano do campo escalar calculado na origem, ou seja, no pontoP : [~∇2ψ]P .
Resposta:̄ψ = ψP + L2

24
[~∇2ψ]P .
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b) Interprete fisicamente o resultado obtido, discutindo osconceitos de ação do campo
(vizinhança) e ação à distância (Newton). Interpretefisicamente duas equações que envol-
vam o laplaciano, por exemplo, equação de Laplace, de Poisson, de Onda, etc.

1.3 Cálculo Integral

Quest̃ao 21.Exemplo 1.6.

Quest̃ao 22.Problema 1.28.

Quest̃ao 23.Exemplo 1.7.

Quest̃ao 24.Problema 1.29.

Quest̃ao 25.Exemplo 1.8.

Quest̃ao 26.Problema 1.30.

Quest̃ao 27.Exemplo 1.10.

Quest̃ao 28.Exemplo 1.11.

Quest̃ao 29.Problema 1.35.

Quest̃ao 30.Problema 1.60.

1.4 Coordenadas Curviĺıneas

Quest̃ao 31. Problema 1.37. Note que o resultado mostra quer̂ = r̂(θ, φ), θ̂ = θ̂(θ, φ) e
φ̂ = φ̂(φ).

Quest̃ao 32. Considerando o sistema de coordenadas esféricasr, θ e φ, mostre, através de
esquemas, desenhos, os seguintes resultados (consulte Griffiths, Sec. 1.41):
a) Os elementos infinitesimais de comprimento são dados por

dlr = dr, dlθ = r dθ, dlφ = r senθ dφ.

b) Os elementos de área normais às superfı́ciesr = constante (esfera) eθ = constante (cone)
são dados, respectivamente, por

d~ar = r2senθ dθ dφ r̂, d~aθ = r senθ dr dφ θ̂.

c) O elemento de volume é dado por

dτ = r2senθ dr dθ dφ.

Quest̃ao 33.Exemplo 1.13.
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Quest̃ao 34.Problema 1.41. Note que o resultado mostra queŝ = ŝ(φ) e φ̂ = φ̂(φ).

Quest̃ao 35.Considerando o sistema de coordenadas cilı́ndricass, φ ez, resolva os ı́tens (a)
e (c) da questão 32. Resposta: (a)dls = ds, dlφ = s dφ, dlz = dz; (c) dτ = s ds dφ dz.

Quest̃ao 36.Obtenha as expressões do gradiente, divergente, rotacional e laplaciano em coor-
denadas esféricas (equações 1.70 a 1.73 do Griffiths) e emcoordenadas cilı́ndricas (equações
1.79 a 1.82 do Griffiths).

Note que pode-se obter esses resultados por dois caminhos: (1) partir das equações em
coordenadas cartesianas e efetuar as mudanças de variáveis para coordenadas esféricas e
cilı́ndricas, o que é um tanto cansativo! (2) partir das expressões gerais em coordenadas
curvilı́neas ortogonais (Griffiths, Apêndice A) e substituir os fatores de escala e coordenadas
correspondentes.

Quest̃ao 37. Para responder esta questão, consulte, por exemplo, Griffiths, Apêndice A,
Seções A.4 e A.5.

Utilizando coordenadas curvilı́neas ortogonais genéricas deduza os seguintes resultados:
a) Teorema de Gauss (Divergente)

∫

ν

[~∇ · ~A] dτ =

∮

S

~A · d~a

b) Teorema de Stokes (Rotacional)
∫

S

[~∇× ~A] · d~a =

∮

P

~A · d~r

1.5 Distribuição Delta de Dirac

Quest̃ao 38.Mostre que as definições práticas da Delta de Dirac,

δ(x− a) = 0 para x 6= a e

∫

+∞

−∞

δ(x− a)dx = 1,

implicam naPropriedade de Filtragem:

∫

+∞

−∞

f(x)δ(x− a)dx = f(a).

Quest̃ao 39.Exemplo 1.14.

Quest̃ao 40.Exemplo 1.15.

Quest̃ao 41. a) Dê a definição formal da Distribuição Delta de Dirac em uma dimensão
(integral de Stieltzes).
b) Dê dois exemplos deseqûencias delta.
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Quest̃ao 42.Problema 1.43.

Quest̃ao 43.Problema 1.45.

Quest̃ao 44.Demonstre os seguintes resultados:

~∇ ·

[

r̂

r2

]

= 4πδ3(~r) e ~∇2

[

1

r

]

= −4πδ3(~r).

Quest̃ao 45.Exemplo 1.16.

Quest̃ao 46.Problema 1.46.

Quest̃ao 47.Problema 1.48.

Quest̃ao 48.Problema 1.62.

Quest̃ao 49.F 502,P1, 1o. Semestre - 2006.
Sejam~r e ~R os vetores posição de dois pontos no espaço tridimensional (que podem

coincidir ou não) e considere as seguintes propriedades dadistribuição Delta:

δ3(~r − ~R) = 0 se ~r 6= ~R,

∫

ν

δ3(~r − ~R)dτ = 1 se o volume ν contém o ponto ~R.

(a) Para uma função contı́nuaf(~r), determine o resultado da seguinte integral:

∫

ν

f(~r)δ3(~r − ~R)dτ

Como é chamada essa propriedade? Qual a dimensão da Delta?

(b) Para qualquer valor do vetor posição~r = rr̂, incluindo a origem, determine~∇ · ( r̂
r2 ).

1.6 Teoria dos Campos Vetoriais e Escalares

Quest̃ao 50. Demonstre o Teorema de Helmholtz (consulte, por exemplo, Griffiths,
Apêndice B):

Se um campo vetorial~F (~r) obedece

(1) lim
r→∞

~F (~r) = 0,

(2) lim
r→∞

~∇ · ~F → 0 mais rápido que
1

r2
,

(3) lim
r→∞

~∇× ~F → 0 mais rápido que
1

r2
,
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então, conhecidos~∇ · ~F e ~∇ × ~F , o campo vetorial~F (~r) é univocamente determinado e
tem-se

~F (~r) = ~∇× ~V (~r) − ~∇U(~r),

onde

~V (~r) =
1

4π

∫

ν

~∇× ~F

|~r − ~r′|
dτ ′ e U(~r) =

1

4π

∫

ν

~∇ · ~F

|~r − ~r′|
dτ ′.

Quest̃ao 51. Considerando funções do espaço euclidiano tridimensional, dê as seguintes
definições:
a) Diferencial total.
b) Diferencial exata.

Obs: consulte livros de Cálculo (por exemplo, G.B. Thomas Jr., Cálculo, Seções 12.13 e
12.14).

Quest̃ao 52. Mostre que seϕ = ϕ(~r) = ϕ(x, y, z) é um campo escalar, a diferencial total
deϕ pode ser expressa na forma

dϕ = ~∇ϕ · d~r,

onde

d~r = dxx̂+ dyŷ + dzẑ e ~∇ϕ =
∂ϕ

∂x
x̂+

∂ϕ

∂y
ŷ +

∂ϕ

∂z
ẑ.

Quest̃ao 53. Com base na definição de Diferencial Exata e no Teorema de Stokes (Rota-
cional), mostre que se um campo vetorial~F (~r) obedece a uma qualquer das propriedades
abaixo, então ele também obedece todas as demais:

(1) ~F · d~r = dϕ(~r) (diferencial exata);

(2) ~F = ~∇ϕ(~r);

(3)

∫ ~b

~a

~F · d~r independe do caminho de integração;

(4)

∮

~F · d~r = 0;

(5) ~∇× ~F = 0.

Quest̃ao 54.F 502,P1, 1o. Semestre - 2006.

(a) Dê as seguintes definições:

(a1) Diferencial Total de uma funçãof(~r) = f(x, y, z);

(a2) Diferencial Exata.
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(b) Seja ~F (~r) = ~F (x, y, z) um campo vetorial irrotacional. Mostre que~F obedece às se-
guintes propriedades:

(b1)
∮

C
~F · d~r = 0;

(b2)
∫ ~b

~a
~F · d~r independe do caminho de integração;

(b3) ~F · d~r é uma diferencial exata;

(b4) Existe um campo escalarf(~r) tal que~F (~r) = ~∇f(~r).

Quest̃ao 55.Campos Potenciais e Campos Conservativos
a) A partir da definição detrabalhorealizado por uma força~F sobre uma partı́cula de massa
m e da Segunda Lei de Newton, deduza o Teorema do Trabalho - Energia Cinética:

∫ ~r2

~r1

~F · d~r =
1

2
mv2

2 −
1

2
mv2

1 .

b) Mostre que se~F obedece a uma das propriedades da questão 53, o Teorema do ı́tem
anterior pode ser escrito na forma

1

2
mv2

1 + U(~r1) =
1

2
mv2

2 + U(~r2),

onde

U(~r2) − U(~r1) = −

∫ ~r2

~r1

~F · d~r.

Qual o significado fı́sico do sinal menos?
Obs: em geral, a condição utilizada é a independência decaminho da integral de~F ·d~r, ou

que essa expressão é uma diferencial exata, o que, como visto na questão 53 é equivalente.
c) Mostre que se~∇ × ~F = 0, então existeU(~r) tal que ~F = −~∇U e que a recı́proca é
verdadeira.
d) Se~∇× ~F = 0, o campo~F (~r) éconservativo? Explique.


