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e QUESTOES PROPOSTAS

Os exemplos e problemas indicados, referem-se ao livro tesibcipal (Griffiths, 3a.
edicag.

1.1Algebra Vetorial
Questo 1.Exemplo 1.2.
Questio 2. Problema 1.4.
Questio 3.Problema 1.5.
Questio 4.Problema 1.7.

Questio 5. Explique o que significam: Campos Escalares, Campos Vetoiampos Esta-
cionarios (Estaticos) e Campos Uniformes.

Questio 6. Considere uma rotacao de uma base ortonormal retangalalano, de um
anguloy no sentido anti-horario:

{21, 22} (dada) = {i}, @y} (rotada)

a) Mostre que as componentes do vetor posi¢io na baseyetad, sio expressos em
termos das componentes na bases dada;,, por

!

xll = COS Y T1 + seny T, Ty = —Seny Ty + COoS Y T».
b) Mostre que a transformacao inversa & dada por:

/ / / /
T1 = COS P Ty — SENY Ty, Tg = SenY Ty + CoS Y Ty.

Questo 7. Justificando a resposta, expresse o resultado do item (pledddo anterior em
termos de derivadas parciais e de cossenos diretores. dBeaarsses resultados para um
espaco de dimensao

Questio 8. Considerando uma base ortonorridl, -, 3 }, determine as matrizes associa-
das as seguintes rotacoes:

a) Eixosz; e 7, de um angulap em torno do eixars no sentido anti-horario (olhando-se
através de-13):



b) Eixosz; e 3 de um anguld@ em torno do eixar, no sentido anti-horéario (olhando-se
através de-1,):

Respostas:
(@)
cos¢ sen ¢ 0
A= (Nj)=| —sen¢ cos¢ 0
0 0 1

(b)

cosf 0 —sen
senf 0 cosf

Questo 9. Considerando uma rotacao do sistema de coordenadas pagoate dimensao
n, dé as definicdes (geométricas) de escalares e de setore

1.2 Calculo Diferencial

Questio 10.Considerando as definicdes (geométricas) de escalastsres (questao ante-
rior), verifique se as seguintes ternas ordenadas comstaae&omponentes de um vetor:
a) (dxy, dxs, dz3) - deslocamento infinitesimal.

b) (4L, 42 dis) . yelocidade.

c) (2L, 2L 91y ondef & um campo escalar.

d) (52

8:}01 ) Bmg ) Oxg
oT 8:02’ 8%) Nabla (ou Del).

Questio 11. Sendo Nabla uma transformacao (operador) vetotialdiscuta os produtos
possiveis desse vetor com campos escalares e vetortaigllinindo as expressdes do gra-
diente, divergente, rotacional e laplaciano.

Questio 12.Exemplo 1.3.

Questo 13.Problema 1.13 (condi¢ao do itém # 0).

Questo 14.Problema 1.16 (condi¢cao# 0).

Questio 15.Problema 1.20.

Questio 16.Problema 1.21.



Questio 17.Problema 1.22.
Questio 18.Problema 1.26 (assume-se derivadas de segunda ordemuam)ti
Questio 19.Problema 1.27 (assume-se derivadas de segunda ordemuam)ti

Questio 20. Para resolver esta importante questao, sera Gtil camsut.W. Byron and
R.W. Fuller,Mathematics of Classical and Quantum The(ipver Publication, New York,
1992), Sec. 1.7, pag. 28, The Laplacian.

Considere as coordenadas retangularese z, representadas pok, =, € x3, respectiva-
mente e seja () um campo escalar. A expansao de Taylor/d#&) em torno de um ponto
P do espaco, considerado na origem do sistema de coordemddds por:

3 3
1 0%

ondeypr = 1(0,0,0) e o subscritd nas derivadas indica que sao calculadas na origem do
sistema de coordenadas. O valor média @& num volumel’ & dado por

b= % / W(F)dr
ondedr = d{lfld{lfgdl'g.

a) Determine o valor médio de¢(r), na vizinhanca do pont&. Para tanto, considere a
expansao de Taylor até segunda ordem nas derivadas enhariga contida no volume de
um cubo de aresta e centro geométrico na origem do sistema de coordenadasaffigNote
gue em coordenadas retangulares,

(21, 22, 23) ¢P+Z [

2[5,

=1

€ o laplaciano do campo escalar calculado na origem, ourse@ontorl: W?@b]p.
- 03
Respostay) = 1p + £ [V p.



b) Interprete fisicamente o resultado obtido, discutindcasceitos de acao do campo
(vizinhanca) e acao a distancia (Newton). Interpfesieamente duas equacdes que envol-
vam o laplaciano, por exemplo, equacao de Laplace, dsdétgide Onda, etc.

1.3 Calculo Integral

Questio 21.Exemplo 1.6.

Questio 22.Problema 1.28.

Questio 23.Exemplo 1.7.

Questio 24.Problema 1.29.

Questio 25.Exemplo 1.8.

Questio 26.Problema 1.30.

Questo 27.Exemplo 1.10.

Questo 28.Exemplo 1.11.

Questio 29.Problema 1.35.

Questio 30.Problema 1.60.

1.4 Coordenadas Curvilneas

Questio 31. Problema 1.37. Note que o resultado mostrague (0, ¢), 0 = 0(0,¢) e
¢ =¢(¢).

Questio 32. Considerando o sistema de coordenadas esféerj¢as ¢, mostre, através de
esquemas, desenhos, os seguintes resultados (constfitaszBec. 1.41):
a) Os elementos infinitesimais de comprimento sao dados por

dl, = dr, dly = r db, dly = r senf do.

b) Os elementos de area normais as superficiesonstante (esfera)le= constante (cone)
sao dados, respectivamente, por

dd, = r’senf d0 do 7,  ddy = r send dr do 6.
c) O elemento de volume é dado por

dr = r’senf dr df do.

Questio 33.Exemplo 1.13.



Questio 34.Problema 1.41. Note que o resultado mostragees(¢) e ¢ = ¢(¢).

Questio 35.Considerando o sistema de coordenadas cilindsicag z, resolva os itens (a)
e (c) da questao 32. Resposta:dB)= ds, dl, = s d¢, dl, = dz; (C) dr = s ds d¢ dz.

Questio 360btenha as expressdes do gradiente, divergente, rotheitaplaciano em coor-
denadas esféricas (equacdes 1.70 a 1.73 do Griffithsoeerdenadas cilindricas (equacdes
1.79 a 1.82 do Griffiths).

Note que pode-se obter esses resultados por dois camirf)gzar{ir das equacdes em
coordenadas cartesianas e efetuar as mudancas de \apave coordenadas esféricas e
cilindricas, 0 que € um tanto cansativo! (2) partir dasresgdes gerais em coordenadas
curvilineas ortogonais (Griffiths, Apéndice A) e suhstibs fatores de escala e coordenadas
correspondentes.

Questio 37. Para responder esta questao, consulte, por exemplo ti@GrifApéndice A,
Secoes Ad4e Ab.

Utilizando coordenadas curvilineas ortogonais geaériteduza os seguintes resultados:
a) Teorema de Gauss (Divergente)

/W.g]d_f,ada
v S

b) Teorema de Stokes (Rotacional)
/ij -da:fﬁ-df
s P

1.5 Distribuicao Delta de Dirac

Questio 38.Mostre que as definicdes praticas da Delta de Dirac,

+00
d(r—a)=0 para z#a e / Oz —a)dr =1,

o0

implicam naPropriedade de Filtragem
+00

f(@)o(x — a)dr = f(a).

— 00

Questio 39.Exemplo 1.14.
Questio 40.Exemplo 1.15.
Questio 41. a) Dé a definicao formal da Distribuicao Delta de Dirac ema dimensao

(integral de Stieltzes).
b) Dé dois exemplos deequencias delta.



Questio 42.Problema 1.43.
Questio 43.Problema 1.45.

Questio 44.Demonstre 0s seguintes resultados:

T 1

V- {—} —478*(7) e V2 H = —4m63 (7).

r2 r

Questio 45.Exemplo 1.16.

Questio 46.Problema 1.46.
Questio 47.Problema 1.48.
Questio 48.Problema 1.62.

Questio 49.F§02,P1, 1° Semestre - 2006.
Sejami’ e R 0s vetores posicao de dois pontos no espaco tridimesisiqone podem
coincidir ou nao) e considere as seguintes propriedaddssttduicao Delta:

FP(F—R)=0 se F#R,

/53(F— R)dr =1 seo volume v contém o ponto R.

v

(a) Para uma funcao continydr), determine o resultado da seguinte integral:

/f(f’)éS(F— R)dr
Como é chamada essa propriedade? Qual a dimensao da Delta?

(b) Para qualquer valor do vetor posicée- r#, incluindo a origem, determine - (5).

T

1.6 Teoria dos Campos Vetoriais e Escalares

Questio 50. Demonstre o Teorema de Helmholtz (consulte, por exempldffits,
Apéndice B): -
Se um campo vetoridl'(7") obedece
(1) lim F(7) =0,

r—00

> o L 1
(2) lim V- F — 0 mais rapido que,
-

r—00

- = o 1
(3) lim V x F' — 0 mais rapido que;,

T—00
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entdo, conhecido¥ - F e V x F, o campo vetorial (") & univocamente determinado e
tem-se
F(7) = V x V() = VU(7),
onde

— 1 VxF 1 V.-F
V(r) = — —d7’ = — —dr’.
() pey AP T e U(r) 47T/u P T

Questio 51. Considerando fungbes do espaco euclidiano tridimeasialé as seguintes
defini¢bes:
a) Diferencial total.
b) Diferencial exata.

Obs: consulte livros de Calculo (por exemplo, G.B. Thomma€alculo, Secdes 12.13 e
12.14).

Questio 52. Mostre que s = ¢(7) = ¢(z,y, z) € um campo escalar, a diferencial total
de p pode ser expressa na forma

dp = ﬁgwdf’,
onde

dF = ded + dy) +dz2 e Vo= —Li+ g+ 22

Questio 53. Com base na definicao de Diferencial Exata e no TeoremaakeS{Rota-
cional), mostre que se um campo vetordl”) obedece a uma qualquer das propriedades
abaixo, entdo ele também obedece todas as demais:

Questio 54.F 502, P;, 1° Semestre - 2006.

(a) Dé as seguintes defini¢oes:
(al) Diferencial Total de uma fun¢ddr) = f(z, vy, 2);
(a2) Diferencial Exata.
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(b) SejaF(¥) = F(x,y,z) um campo vetorial irrotacional. Mostre qiéiéobedece as se-
guintes propriedades:

(b1) §. F - dF = 0;
(b2) fdgﬁ - dr'independe do caminho de integracao;
(b3) F' - d7 & uma diferencial exata;

(b4) Existe um campo escaléf7) tal queF () = V f(7).

Questio 55.Campos Potenciais e Campos Conservativos
a) A partir da definicao digabalhorealizado por uma forg&’ sobre uma particula de massa
m e da Segunda Lei de Newton, deduza o Teorema do Trabalhogi&@nética:

/TQﬁ dr L S
- ar = — Mmv, — — ;.
a 2 2 21!

b) Mostre que sd" obedece a uma das propriedades da questao 53, o Teorertendo i
anterior pode ser escrito na forma

1 1
§mvf+U(F’1):§mU§+U(Fz),

onde

Qual o significado fisico do sinal menos?

Obs: em geral, a condi¢ao utilizada & a independéndianhénho da integral dE'-dF, ou
gue essa expressao 2 uma diferencial exata, o que, comanalquestao 53 é equivalente.
c) Mostre que s& x F = 0, entdo existd/(r) tal queF = _VUe que a reciproca &
verdadeira.
d)SeV x F =0, 0 campoﬁ(f‘) é conservativ@ Explique.



