F415 - MECANICA GERAL II

Turma C P Semestre - 2014 Marcio José Menon

2. MECANICA DE UM SISTEMA DE PART ICULAS

e INDICE

A. Introducao

B. Conceitos Basicos e Notacao

C. Teoremas e Leis de Conservacao

D. Colisdes de Duas Particulas

E. Limite para o Continuo - Corpos Rigidos

A. Introducg &o

B. Conceitos Basicos e Notago
B.1 Sistema Discreto de Particulas
B.2 Massa Total e Centro de Massa
B.3 Forcas Internas e Forcas Externas
B.4 Equacbes de Movimento e Leis de Conservacao: Egieatle Estudo
B.5 Terceira Lei de Newton: Formas Fraca e Forte
B.5.1 Forma Fraca
B.5.2 Forma Forte
B.5.3 Exemplos Tipicos

C. Teoremas e Leis de Conservap
C.1 Momento Linear
C.1.0 Caso de Uma Particula
C.1.1 Momento Linear do Sistema
C.1.2 Forca Resultante sobre o Sistema
C.1.3 Conservacao do Momento Linear
C.1.4 Estudo do Centro de Massa
a) Movimento do Centro de Massa
b) Momento Linear do Sistema em Relacao ao Centro de Massa
C.2 Momento Angular
C.2.0 Caso de Uma Particula
C.2.1 Momento Angular do Sistema
C.2.2 Torque Resultante sobre o Sistema
C.2.3 Conservacao do Momento Angular
C.2.4 Estudo do Centro de Massa: Decomposi¢cao do Movioment
a) Momento Angular do Sistema em Relacao ao Centro de Massa
e Decomposi¢ao do Movimento
e Momento Angular Orbital e de Spin



b) Torque em Relacao ao Centro de Massa
c) Conservacao do Momento Angular
C.3 Energia
C.3.0 Caso de Uma Particula
a) Teorema do Trabalho - Energia Cinética
b) Energia Potencial e Conservacao da Energia
c) Forcas Conservativas e Nao Conservativas
C.3.1 Energia Cinética do Sistema
a) Teorema do Trabalho - Energia Cinética
b) Centro de Massa: Decomposi¢ao do Movimento
C.3.2 Energia Potencial do Sistema
a) Forcas Externas
b) Forcas Internas
c) Energia Potencial Total
C.3.3 Conservacao da Energia do Sistema
C.4 Resumo e Comentarios

D. Colisdes de Duas Paitulas

D.1 Estabelecimento do Problema
D.1.1 Importancia
D.1.2 Colisdes no Sistema de Laboratorio
D.1.3 Condi¢des Assumidas
D.1.4 Estratégia de Estudo

D.2 Leis de Conservacao
D.2.1 Conservacao do Momento
a) Linear Total
b) Angular Total
D.2.2 Conservacao da Energia - Fatpr
a) Energias Mecanica e Nao Mecanica
b) Balanco Energético
c) Conservacao da Energia Cinética
d) Processos Endoérgicos e Exoérgicos
D.2.3 Colisdes Elasticas e Inelasticas

D.3 Colisdes Elasticas
D.3.1 Introducgao
a) Objetivos
b) Sistemas de Referéncia
c) O Problema da Notacao
d) Estratégias
D.3.2 Diagramas Vetoriais de Momentos Lineares
a) Sistema de Laboratorio (SL)
e Notacao
e Conservacao do Momento Linear
e Diagramas - Estados Inicial e Final
b) Sistema de Centro de Massa (SCM)



e Notacao
e Conservacao do Momento Linear
e Diagramas - Estados Inicial e Final
D.3.3 Diagramas Vetoriais de Velocidades
a) Diagramas Basicos no SL e Velocidade do CM no SL
e Estados Inicial e Final
¢ \elocidade do CM no SL
b) Diagramas Basicos no SCM
e Momentos Lineares e Velocidades
¢ Estados Inicial e Final
c) Diagramas das Velocidades Finais no SCM e SL
e Resultados Basicos
e Projétil - Espalhamentos “para frente”e “para tras” (SCM)
e Alvo
D.3.4 Relacdes Algébrias entre Velocidades
a) Leis de Conservacao em Termos das Velocidades (SL e SCM)
b) Velocidade Inicial do Alvo no SCM
c) Velocidades no SCM (projétil e alvo, inicial e final)
d) Velocidade Relativa Inicial Projétil-Alvo (SL e SCM)
e) Velocidades Finais no SCM e Velocidade Relativa InictaSh
f) Velocidades do CM no SL e Final do Projétil no SCM em Terrdas Massas
D.3.5 Relagdes entréngulos de Espalhamento
a) Projétil - SL e SCM
e Em Termos de Velocidades
e Em Termos das Massas
e Casos Particulares
b) Alvo - SL e SCM
e Em Termos de Velocidades
e Relacao Angular
e Casos Particulares
c) Efeito do Reclio do Alvo no Espalhamento de Rutherford
D.3.6 Comentarios sobre Relacdes entre EnergiasiCaisét

D.4 Colisdes Inelasticas
D.4.1 Leis de Conservacao
D.4.2 Colisdes Unidimensionais
D.4.3 Inelasticidade e Coeficiente de Restituicao
D.4.4 Exemplos

E. Limite para o Continuo - Corpos Rigidos
E.1 Conceito e Definicao Classica de Corpo Rigido

E.2 O Limite de Sistemas Discretos para Sistemas Conti{@aslos)
E.2.1 Conceito Fisico
E.2.2 Formulacao Matematica: Limite de Somatorias pategrais
a) Massa
b) Distribuicdes Lineares, Superficiais e Volumétric&metrias



c) Centro de Massa
d) Prescricao Geral

E.3 Leis de Conservacao

E.4 Problemas Elementares Tipicos e Exemplos
E.4.1 Determinacao do Centro de Massa de Corpos Rigidos
E.4.2 Movimento de um Corpo Rigido

E.5 Sistemas com Massa Variavel
E.5.1 Discussao Geral
a) Conceito
b) Leis Fisicas Basicas
E.5.2 Movimentos de Foguetes
a) Fendmeno Basico
b) Notagao para Velocidades e Massas
c) Equacao de Movimento de um Foguete
d) Propriedades e Interpretacdes Fisicas
E.5.3 Outros Exemplos

Referéncias

- Basica: Marion-Thornton, Cap. 9.
- Complementares: Symon, Cap. 4 e Goldstein, Secao 1.2.



e QUESTOES PROPOSTAS
B. Conceitos Basicos e Notago

Questio 1

Considere um sistema departiculas com massas, e vetores posicad,, em relacao
aumaorigemfixa), a =1,2,3,....,n.
a) Escreva a expressao do vetor posi¢cao do centro de mhassstema, em relagaa’a
b) Sejaﬁcge) a forca_externaobre ax-ézima particula do sistemafgﬁ a forca internaxer-
cida na particulax pela particulas do sistema. Escreva as equacgdes de movimento do
sistema (Segunda Lei de Newton).

Quesfio 2
a) O que significam (estabelecem) as formas fraca e forterdaifi@Lei de Newton?
b) Dé exemplos de forcas que obedecem ou nao a essas formas

C. Teoremas e Leis de Conservap

Questio 3

Reveja as deducdes e os teoremas de conservacao des@manovimento de uma Gnica
particula: momento linear, momento angular e energias{dte, por exemplo, Thornton-
Marion Sec. 2.5).

Questio 4
Da questao 1, para um sistemadearticulas, a forca interriatal (resultante sobre todas
as particulas) pode ser expressa por

fO=33 fas
a=1 f#a

a) Mostre que pode-se expressar

f_ti) - Z []?045 + féa]a

a<f(

onde o simbolo de somatoria significa soma sebeg’, indo del an, coma menor ques.
b) Mostre que se as forcas interrjag obedecem a formfiacada Terceira Lei de Newton,
entao

f9=o0.

Questio 5

Supondo que as forcas internas obedecem a fdrata da Terceira Lei de Newton,
demonstre o seguinte Teorema e Corolario:
a) Teorema do Momento Linear para um Sistema deiBalds “A taxa de variacao do
momento linear total do sistema com o tempo € igual a fextarna total”.



b) Corolario - Lei de Conservago do Momento Linear de um Sistema de Rarbs “Se
nao ha forcas externas agindo no sistema, 0 momenta liotehé constante”.

Questio 6

Considerando a definicao do centro de massa de um sistepaatt®ilas, demonstre os
seguintegeoremas
a) “O momento linear total do sistema € igual ao produto dasmaotal do sistema pela
velocidade do centro de massa”.
b) “O centro de massa de um sistema de particulas move-sewma Unica particula, cuja
massa & a massa total do sistema, submetida a uma forta iiguga externa total que age
sobre o sistema”.
c¢) “O momento linear total do sistema em relacao ao cergnmassa € nulo”.

Questio 7
Mostre que, se as forgas interrjag obedecem a formi@rte da Terceira Lei de Newton,
entao o torque total devido as forgagernas em relacao a origem fix@, & nulo:

O -3 [ oy f;ﬁ} “o
a=1

p#a

Questio 8

Supondo que as forcas internas de um sistemagigticulas obedecem a forrfate da
Terceira Lei de Newton, demonstre o0 seguinte teorema ear@ol
a) Teorema do Momento Angular para um Sistema dei@ads “A taxa de variacao do
momento angular total do sistema com o tempo é igual ao ¢éaegterno aplicado”.
b) Corolario - Lei de Conservago do Momento Angular de um Sistema de féafas “Se o
torque aplicado externo & nulo, 0 momento angular totalstersa &€ constante no tempo.”

Questio 9
Para um sistema de particulas, considere a posicao do centro de massa (€Mjn
relacao a origen® e os vetores posicao das particulas em relago ac’CM:= 1,2, ..., n.

Figura 1: Questao 9.



a) Mostre que:

Q

n n .
>3 = —/ =
E Rxmyr. =0 e E T, X maR = 0.
a=1

b) Introduzindo as coordenad#s e 7. na expressao geral do momento angular total do
sistema, em relacao a origeth demonstre o seguinte resultado: “O momento angular total
em relacao a origem & a soma do momento angular do cemtraadsa em relacao a origem
e do momento angular do sistema em relagao ao centro da’mass

L=L4+ L' =Rx MR+ 7. xmuf,.
a=1

c) Mostre que a mesma decomposicao do item anterior pardieisa no caso do torque
(externo) que atua no sistema:

N — o 4§

Questio 10
O trabalho realizado pela for¢a resultante saada partculade um sistema, entre duas
posicdes, & dado por

w;:ﬁ”ﬁfﬁ; a=1,2,3,..n.

a) Considerando duas configuracdes do sistema, 1 e 2izamtib a segunda lei de Newton,
mostre que o trabalhotal pode ser expresso por

n 2
W12 - Z / d
a=1"1

ondev, = r, € que, para uma configuracao genérica, tem-se
n

T=>

a=1

b) Considerando as coordenadas em relacao ao centro da,ntaestao 9, demonstre o

seguinte resultado: “A energia cinética total do sistenassoma da energia cinética de uma
particula com massa total do sistema, movendo-se com eidatte do centro de massa e a
energia cinética das particulas individuais, em ebegd centro de massa”.

c) Os resultados dos dois itens anteriores dependem dealdas formas da terceira lei de

Newton?

My V>
Mabal _
9 ] 2 1

Mav2

N —



Questio 11
a) Mostre que, em termos das forcas internas e externadgaihio total entre duas configuracdes
de um sistema de particulas (1 e 2), pode ser expresso por

Wi = W1(28) + Wl(;)a

onde

n 2
WS’:Z/I FO a7, o W@ _ZZ/ Fog - .
a=1

a=1 [+«

b) Mostre que se as forcas internﬁg obedecem a forma fraca da terceira lei de Newton,
pode-se expressar:

l\DI}—t

Z Z/ ﬁcﬁ'dFaﬁ' ou 12 = Z/ faﬁ drag.
a=1 3a

a<pf

ondedr,s = di, — drp.

Questio 12

Com relacao a questao anterior:
a) Suponha que dsrcas externasao conservativas portanto derivaveis de energias poten-
ciais que dependem somente das posi¢des das partibelastandd/,(7,) = U, tem-se

0 0 0

8xa,1’ 8xa,2’ 8xa,3 ’

ﬁf) = —ﬁaUa, onde Vv, = (

Mostre que
=—> Uali.
a=1

b) Suponha que a®rcas internas 8o conservativasde modo que as energias potenciais
associadas dependem apenas das posicdes relativastdaggminteragentes e que as forcas
obedecem a forma frack terceira lei de Newton,, — 3 = 7,3. Denotando (“barra” para
energia interna),

Uap(Ta —75) = Uap(Tap) = Uag,

tem-se - o . o
fap=—=Valas e  faa=—Vslap.
Mostre que
ﬁa(_fag diys = d(_]ag (diferencial total de Uag)

e

L& T2 S

§Z Uaﬁ|1:—ZUaﬁ|1-

a=1 B#a a<fB



Questio 13
Com base nos resultados das duas questdes anterioree quEspode-se expressar
Wiy = —(Uy — Uy) = =AU,

ondeU; e U, sao as energias potenciais totais (externa e interna)stiens nas duas
configuracdes. Para uma configuracao genérica:

U=U9409=3"Us+=3" 3 Usg.

a=1 a=1 f#a

N | —

Questio 14
Com base nos resultados das questdes 10 e 13, a energidicadodal do sistema de
particulas se conserva? Justifigue analiticamente as&spo

Questio 15

Faca um resumo das formulas que representam os princggikados demonstrados
sobre a mecanica de um sistema de particulas (secO0es@3). Em cada caso, indique as
condicdes (hipoteses) assumidas.

D. Colisdes de Duas Paitulas

Questio 16

a) Quais hipoteses sao assumidas em nosso estudo sabdesale duas particulas? Expli-
qgue, em particular, o que significdiorcas impulsivas

b) Essas hipoteses implicam em quais leis de conservalgiifique a resposta.

Questio 17

a) Explique o conceito de fat@p (ou valorQ) associado a uma coliséo de duas particulas
b) Discuta as energias envolvidas nos estados inicial e(Anés e depois) de uma colisao
e dé as expressoes correspondentes.

c) O que sagrocessos endrgicose exaergicos

d) O que determina a classificacao das colisbes emadastiinelasticas?

Questio 18

Considere uma colisaelasticade um projétil de massa; com um alvo de massas,
em repouso na origem do SL.
a) Com base nas notacdes das tabelas 1 e 2, escreva agl@nsdevzacao do momento linear
no SL e no SCM.
b) Sendoy e £ os angulos de espalhamento do projétil e alvo, respectnge, no SL &
o do projétil no SCM, construa os diagramas de momentoar@separa os estados inicial e
final, no SL e SCM.
c) Explique o que ®lano de colido.




estado| particula | posigdes| velocidades | momentos lineares
inicial | projétil | 7 i = L= miih

alvo T2 (=0) |ty =73 (=0)| p2 = maty (=0)
final projetil | & U =5 §i = mith

alvo | 5, Uy = 5 Go = Mol

Tabela 1: Notacao para as grandezas no Sistema de Labhoi(&L).

estado| particula | posigdes| velocidades| momentos lineares
inicial | projetil | 7, i =7 | p =mi,

avo |7, Gy =7 |y =moi,
final projéetil | 5, v, =5/ g, =m0,

alvo |3, 5, = 5 Gy = mayT,

Tabela 2: Notacao para as grandezas no Sistema de Ceftasda (SCM).

Questio 19

a) Mostre que com base nas hipoteses assumidas, a veltidadr do centro de massa
das particulas colidentes no SL & constante na colisao.

b) Determine a expressao teem termos das velocidades que caracterizam os estadas inici
e final.

c¢) Justificando a respostaonstrua o diagrama de velocidades do projétil, do alvo €M

no SL ap6s a colisao, incluindo os angulos de espalhameigte 6 (Thornton-Marion, Fig.
9.10.c).

Questio 20 .
Considere os movimentos do alvo e projétil apos a caliSéndo/” a velocidade do CM
no SL e com base na notacao das tabelas 1 e 2, mostre que

—

V4o, =u (projetil) e V+d, = (alvo)

Questio 21

a) Considere o movimento gwojétil apbs a colisaalustificando a respostaonstrua o dia-
grama das velocidadeE (7, e?,), incluindo os angulos de espalhament® ¢ (Thornton-
Marion, Fig. 9-11-a).

b) Explique em detalhe o que significa espalhamento “pardefte “para tras’no SCM.

Questio 22
Justificarldo a respostaconstrua o diagrama das velocidadesatiar apos a colisao,
velocidaded/, #, e 7, e angulos de espalhameigte ¢ (Thornton-Marion, Fig. 9-12).
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Questio 23
Com base nos diagramas de velocidades e leis de consengagaonstre as seguin-
tes relacdes algébricas entre as velocidades enveslvidaa colisao elastica (os nUmeros
referem-se aos niUmeros das equacoes do capitulo 9 datdheVarion e a notacao é a
indicada nas tabelas 1 e 2):
a) Velocidade inicial do alvo no SCM:
’ — ’ ma

i =-V, u=—"u (9.63)

my + Mo

b) Velocidades no SCM (projétil e alvo, inicial e final):
U =1, e Uy =y (9.64)
c) Velocidade relativa inicial projétil-alvo (SL e SCM):
up = ull + u2'

d) Velocidades finais no SCM e velocidade relativa iniciaBho

’ ma ’ Mo
= 9.65. = 9.65.b
Uy T i ( a) e N . Uy ( )

e) Velocidades do CM no SL e final do projétil no SCM em termas mhassas:

V_m

- =
U mo

(9.68)

f) Com base no resultado do item anterior, qual a relagi®@ @s massas no caso de espa-
Ihamento “para frente” e “para tras” no SCM?

Questio 24

Considerandon, > m;, demonstre as seguintes relacdes envolvendo os andelos
espalhamento do projétib SL (') e no SCM §):
a) Em termos das velocidades:

sen 0
t = — 9.67
any cosf + % ( )
b) Em termos das massas:
sen 0
t i — 9.69
any cosf + M ( )

c) Quais as relacdes entfee 0 nos casos em que, >> m; emsy = my? Explique.
Questio 25

Demonstre as seguintes relagdes envolvendo os angulespalhamento do alvio SL
(&) e no SCM ¢ + 0):

11



a) Em termos das velocidades:

tan € sen 60
né =
Y — cosf
Vg
b) Relacao angular:
T 0
= — — = .74
£=3 -3 (9.74)

c) No caso em quey; = mo, 0S angulos de espalhamento no SL do afy@(do projétil ()
obedecem:

£+ = g (9.75)

Questio 26
Thornton - Marion, exemplo 9.6.

Questio 27
Considere uma colisao unidimensional (frontal) de umgiilcgom um alvo em repouso
(SL).
a) Dé a definicao deoeficiente de restitudp.
b) Qual o valor desse coeficiente para colisdes perfeitenedsticas e perfeitamente inelasticas?
Explique.

Questio 28
Considere uma colisao unidimensional perfeitamentéstiela de um projétil com um
alvo em repouso. Essa colisaer@d@rgicaou excergica? Justifique a resposta.

Questio 29
Thornton - Marion, exemplo 9.9.

E. Limite para o Continuo - Corpos Rigidos

Questio 30

a) Dé a definicao classica de corpo rigido e discuta wepeesentacao pictorica desse sis-
tema.

b) De acordo com a definicao classica, quais leis de ceag&o aplicam-se a um corpo
rigido? Explique.

Questio 31

Discuta os aspectos fisicos e matematicos envolvidasdiuse considera o limite de um
sistema discreto de particulas para um sistema contaistoilfuicao continua de massa).
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Questio 32

a) Utilizando coordenadas esféricas e sem considesalgbsimetria, determine a posicao do
centro de massa de um hemisfério solido e homogéneoif@delesvolumétrica constante),
de raioa.

b) Resolva o mesmo problema através do método apresemagi@mplo 9.1 do Thornton-
Marion.

c) Estude as resolucdes apresentadas no Symon, Secgtra §i9).

Questio 33 .
Thornton - Marion, problema 9.8. Resposia= (X,Y) = (0,

B

).

3

S

Questio 34

Determine o centro de massa de uma semi-coroa de raio interam externd e den-
sidade superficial de massa= o(r) = Ar + B, ondeA e B sao constantesreé a distancia
ao centrog < r < b.

Figura 2: Questao 34.

} 1 BA(b' — a*) + 4BV — a?)
Resposta: R = (X,Y X=0 Y=- '
esposta (X,Y), ’ m 2A(D3 — a3) + 3B(b? — a?)

Questio 35

Considere o movimento de um piao homogéneo e simétriomaksal/ e momento
angular intrinsec® (spin). Sejak a distancia do CM do pidao ao pontbde contato com o
solo (figura) e a aceleracao da gravidade.

Figura 3: Questao 35.
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a) Explique fisicamente a razao do movimento de precessid (rotacdo d& em torno

do eixoz). Mostre, em particular, que o efeito do torque resultantariar a direcao e
sentido deS, mas n&o seu modulo.

b) Determine a velocidade angular de precessad’or que essa velocidade aumenta antes
de o pido tombar?

c) Mostre que o torgue sobre o piao, em relacao ao poOnpmde ser expresso por

NO:(EPXS.

Questio 36
Estude os exemplos 9.2 a 9.5 e 9.10 do Thornton - Marion.

Questio 37

Um foquete de massa (veiculo mais combustivel), submetido a uma forca ester
resultante’”’, move-se com velocidadeem relacao a um referencial fixo.
a) Seu € a velocidade de exaustao (material expelido pelo metoryelacao ao foguete,
mostre que a equacao de movimento tem a forma

dv
w_gim L F
Tt

b) Discuta o significado fisico dessa equacao. O que alsoglo motor?

Questio 38

No caso da questao anterior, considere que a forca exéemnea, /' = 0. Sejaty a
velocidade do foguete num dado instafitequando sua massa,.
a) Sev(t) € a velocidade num instante posteriguando sua massa@t), mostre que

mozm—amhéﬁ.

b) Discuta o significado fisico dessa equacao.

Questio 39

No caso da questao anterior, seja = my + m¢c (massa do veiculo mais massa do
combustivel).
a) Mostre que apds a queima total do combustivel, a veddeiddo foguete & dada por
(Foérmula de Tsiolkovsky):

aw:%—ﬁmb+ﬂﬂ.
my

b) Discuta o significado fisico desse resultado, em paatica utilizacao de mdultiplos
estagios (tanques de combustivel) em voos espaciais.
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Questio 40

Sobre uma esteira em movimento deixa-se cair areia a umaoaXiamuadm /dt. Des-
prezando o atrito da esteira com 0 meio, determine a forgae deve ser aplicada na esteira,
de modo que ela se movimente com velocidade constante

——— g =
ot r—
=i i S TS S £t ?

g ©® © @

Figura 4: Questao 40.

Questio 41

Thornton-Marion, problema 9-15. Respostér) = /2, «

I
Wl
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