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e QUESTOES PROPOSTAS

Os exemplos e problemas indicados, referem-se ao livro tesibcipal (Griffiths, 3a.
edicag.

3.1 Equacéo de Laplace
Questdo 1. Mostre que sé/; (), Va(7),..., V,(7) s@o fun¢Bes harmonicas, entédr) +
Vo(7)4+...V,(7) também é harménica (Principio da Superposicdo para a Eoukcéa-

place).

Questao 2. Mostre que os valores maximos e minimos de uma funcao hacendnima
regido do espaco (volume), ocorrem nas superficies quemdteifas da regido (monotoni-
cidade).

Questao 3.Demonstre o Teorema da Unicidade para as fun¢des harmdhldasa funcao
V() que satisfaz a equacdo de Laplace numa regiémlume) e as condi¢cdes de con-
torno nas fronteiras da regido (Dirichlet e/ou Neumann)iéala menos de uma constante
aditiva."

3.2 O Método das Imagens

Questao 4.0 que é o Método das Imagens? Discuta as caracteristicas gasbases do
método.

Questéo 5.Dé dois exemplos de aplicagdo do Método das Imagens em prablda ele-
trostatica.

3.3 Separacéo de Variaveis

Questao 6.Sejamm,n=0,1, 2, 3,....e

5mn -

=lsem=mn
=0sem #n

Demonstre os resultados abaixo (veja sugestdes que seguem)
a) ffﬁ senmz dxr =0, Vm;

b) [”_ cosma dx = 27 §,n0;

c) /" cosma sennx dv =0, Vm,n;

d) [T cosma cosna dx = Ty, m efoun # 0;

(param = n = 0 o resultado & e param oun = 0: item (b)).



e) ffﬂ senmx sen nx dr = 7oy, m e/oun # 0;

(param oun = 0 o resultado @).

Sugestoes:
1) resolva os itens na sequéncia-aje);
2) analise a paridade dos integrandos (0s extremos saaisivs§t
3) em alguns itens é prético resolver separadamentain = 0 e m oun # 0;
4) Para trnasformar produto de func¢des trigonométricéizeut
cos(A+ B) =cos A cos B F senA senB.

Questao 7.Com base nas sugestfes que seguem abaixo, mostre que, se

[oe) o0
flz) = E a, cosnx + b, sennx = ay + g ay, cosnx + b, sennx,

entdo os coeficientes da série sdo dados por:

%z%[ﬂM%

1 ™

a, = —/ f(x)cosnx dr, n=1,2,3, ...
T™J_n
1 ™

b, = —/ f(x)sen nx dx, n=1,2,3, ...
™ J—x

Sugestoes:

1) integre a expresséo em sériefde) emz, de—r ar e utilize os resultados da questédo
anterior;

2) multiplique a expressao em série fle’) por cos mz, integre enx de,— ar e utilize
os resultados da questéo anterior;

3) multiplique a expressao em série fie’) por senmn.z, integre eme, de—r ar e utilize
os resultados da questao anterior.

Questao 8.Discuta as analogias entre os resultados das questdes 6 £cobpagitos geo-
meétricos (vetoriais) de ortogonalidade, ortonormalidad®mponentes de um vetor numa
dada base.

Questédo 9. Considere um conjunto de funcgdes reais de variavel ggal), m = 0, 1, 2,
3,...., definidas num intervala, b|.

a) Dé a defini¢cdo dBroduto Internode duas fungdes no intervdla b].

b) Dé a definicdo ddlorma de uma Func¢ég,,(z).

c) Dé a definicdo d€onjunto Ortogonal de Funcdesim dado intervalo.

d) Dé a expresséo geral @mndicdo de Ortogonalidad#o conjunto de funcbes em termos
da norma. Dado um conjunto ortogonal, como se obtém o canpntdnormal correspon-
dente?



Questéo 10.Considere &érie de Fourier Generalizadaara o conjunto ortogonal de fun-
¢cOes do item anterior,

f@) =" e gnla).
m=0
Mostre que os coeficientes sdo dados por

1 b
n = [ F@ga(ods
[gml1* Ja
onde||g.,|| € a norma das fungdes.

Questdo 11. Dé 3 exemplos de conjuntos de fung¢des ortogonais. Justifiqesposta e
determine os conjuntos ortonormais correspondentes.

Questdo 12 Discuta as caracteristicas geraisMétodo de Separacgédo de Variaveis
Questao 13.Considere a equacéo de Laplace em coordenadas retangulditesando o
Método de Separacao de Variaveis, obtenha as 3 equacgdegamdsiordinarias correspon-
dentes. Classifique essas equac0des e discuta as solucdes.

Questao 14 Exemplo 3.3.

Questao 15Exemplo 3.4.

Questao 16.Considere a equacao de Laplace em coordenadas esféridasandb o Mé-
todo de Separacao de Variaveis, obtenha as 3 equacdesaddsrordinarias corresponden-

tes. Classifique cada uma dessas equacoes.

Questao 17 A equacao associada a variavela questéo anterior, pode ser escrita na forma
denominad&quacao de Legendre

2x A
y'(@) = 7o (@) = 75 (@) =0,
ondex = cosf. A substituicdo de uma série de poténcias,
y(x) = Z kna",
n=0

leva as seguintes solu¢des polinomiais nos casos em guél + 1),1=0, 1, 2, 3,...:

N

(—1)"(2l—2n) .,
) =2 st

n=0

onde
N — =1/2selépar
| =({—-1)/2sel éimpar



a) Com base nessa solucéo, determine os polindmi@s, P (z) e Py(z).
b) Faga um esboco desses polinbmios em funcaordeintervalo[—1, 1].
c¢) Obtenha os 3 polinémios acima através da Formula de Ralrjg

L d o,
d) Mostre que?(—z) = (—1)'Py(x).

Questéo 18.a) Mostre que os polindbmios de Legendre obedecem a condigatatjonali-
dade:

1
2
/_1 P Po(a) dit = 5t

(consulte, por exemplo, E. Butkov, Fisica Matematica, Se¢se 9.6).
b) Mostre que em termos da variadet cos~! z, a condicdo acima é expressa por

T 2
/0 Py(cosf) P,,(cosf) sen O df = 2l——i—15lm'

Questao 19 Exemplo 3.8.

Questao 20 Exemplo 3.9.

Questao 21 Repita a questdo 16 utilizando coordenadas cilindricas.
Questéo 22.Problema 3.24.

Questéo 23.Problema 3.25.

3.4 Expansao Multipolar

Questdo 24. Seja f(z) uma fungdo possuindo todas as derivadas continuas. A srie d
Taylor def(z), com centro na origem, é dada por

> fn) dn
fa) =3 O o) = g
n=0 :

z=0

a) Mostre que



b) See é uma variavel adimensionake<< 1, mostre que, aproximadamente,

Questao 25.Exemplo 3.10.

Questio 26.Sejami” e 7’ dois vetores com origem comump menor angulo que formam
entre si e2= 7 — 1’ 0 vetor relativo. Mostre que o inverso do médulo do vetortiadgode
ser expresso na forma:

I I ~[r7"
- == ZPH(COSQ) [T—] ,
2z T r
n=0
ondeP, sdo os polindbmios de Legendre.

Questao 27.a) Mostre que para uma distribuicdo continua de cargas ag@at&um ponto
7, fora da distribuicdo, pode ser expresso na forma:

o0 1 _ .
V(r) = k‘z pows /PN(COSQ)T’/ dq,
n=0

onde7”’ € o vetor posicédo do elemento de cadgae § o menor angulo entrée 7’
b) Obtenha a expressao explicita dos termos da série congsptes & = 0 (monopolo)
n = 1 (dipolo)n = 2 (quadrupolo) e» = 3 (octupolo).

Questao 28.Com base nos resultados da questéo anterior, mostre que:
a) vetorialmente, o termo de dipolo pode ser expresso naaform

ok
Vdip(r) = ﬁ r-p,

. /mq

€ 0 Momento de Dipolo da Distribuicdo de Cargas;
b) em coordenadas retangulares;— z;,y — x,,z — 3, 0 termo de dipolo pode ser
expresso na forma

onde

k i ZT;
Va(7) = = > =Qs,
T i1 T
onde

Qi:/x;dq, 1=1,2,3



sédo as componentes do Momento de Dipolo da Distribuicao dg€a
c) em coordenadas retangulares, o termo de quadrupolo podg@esso na forma

k1 i 5 X g
V;]ua(m = ﬁ 5 ZZ?? Qij7

i=1 j=1

onde
Qij = /[Sxix; — 5Z-jr'2]dq, 1,j=1,2,3

séo as componentes do Momento de Quadrupolo da Distribde&argas;
d) em coordenadas retangulares, o termo de octupolo podgEesso na forma

onde
Qijr = / [wialal, = 3r" bpaildg,  ijk=1,2,3
sdo as componentes do Momento de Octupolo da DistribuicBadms.

Questao 29 Repita as questdes 27 e 28 para o caso de uma distribuicéetdide/N cargas
puntuaisg,, « = 1,2, 3, ...., N. Utilize a seguinte notacao:

- ponto de observacaao?

- posigao carga,: 7, - coordenadas cartesiangg, r,, €z,
- menor angulo entré‘eFC:: 0,

- vetor relativo: z, = ¥ — 7,

Questao 30.Problema 3.45.
Questao 31.Problema 3.26.
Questao 32.Problema 3.27.
Questao 33.Problema 3.28.
Questéo 34.Problema 3.29
Questéo 35.Problema 3.30.
Questéo 36.Leia o artigo “Expansao Multipolar do Potencial Eletrostat a Definicdo

do Momento de Quadrupolo” de M. Cyrillo e M.J. Menon, ReviBtasileira de Ensino de
Fisica, Vol. 18, N. 3, 1996, pag. 155.
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Questéo 37.Explique o que significam urDipolo Fisico(ou Dipolo Finito) e umDipolo
Puro (ou Dipolo Pontual)?

Questéo 38.0 potencial de um Dipolo Pur@num pontor €, por defini¢cdo, dado por

>

V() = L.

dip r2
a) Mostre que o campo elétrico correspondente, para quglqsiédo do dipolo, € dado por

k

Bie(7) = 3G 9 — 7.

b) Mostre que, em coordenadas esféricas e no caso pargécalquey = pz, tem-se

. i .
Eg, (7)) = T—? 2 cos 07 + sen 60)].

Questao 39.Problema 3.31.
Questao 40.Problema 3.32.
Questao 41.Problema 3.33.

Questao 42. Mostre que se 0 Momento de Monopolo de uma distribuicdo dgasdior
nulo, o Momento de Dipolo da distribuicdo independe da @asda origem do sistema de
coordenadas.

Questao 43.Considere um sistema de 4 cargas puntuais, duas de valgresordenadas
e —[ no eixoy e duas de valoresq, coordenadake —[ no eixo0z.

a) Determine os termos de monopolo e de dipolo da distribuica

b) Mostre que a representacdo matricial do momento de qo@ldrda distribuicdo € dada
por

0
Qij = 6q12 0

o O O
S = O

1
c) Mostre que, em coordenadas esféricas, o termo de quaolidado por

Viua(7) = 3ql® 2 2 2
qua f’)—/{:?[sen 0 sen“¢ — cos~ 0)].



