F415 - MECANICA GERAL II

Turma C P Semestre - 2014 Marcio José Menon

4. DINAMICA DE CORPOS RIGIDOS - TENSORES

« INDICE

Introdug &o

A. Conceitos Basicos

B. Tensores

C. Tensor Momento de Irércia
D. Rotacdo de um Corpo Rgido

Introduc &o

A. Conceitos Basicos
A.1 Conceito Elementar de Momento de Inércia
A.1.1 RotacOes em Torno de um Eixo de Simetria
a) Uma Particula
b) Sistema Rigido de Particulas
c) Distribuicdes Continuas de Massa
A.1.2 Algo Esta Faltando
A.2 Topicos deAlgebra Linear - Revisao
A.2.1 Matrizes - Propriedades Basicas e Notacoes
A.2.2 Transformacao Linear
A.2.3 Representacdes Matriciais de Vetores e de Tramsigdes Lineares
A.2.4 Autovalores e Autovetores
A.2.5 Determinacao de Autovalores e Autovetores - Diadjaacao
a) Objetivos e Notacao
b) Procedimento Geral
c) Exemplos

B. Tensores (Cartesianos)
B.1 Conceitos de Vetor
B.1.1 Representacdes Elementar e Algébrica
B.1.2 Transformagao de Coordenadas
B.2 Transformacdes Ortogonais
B.2.1 Rotacao do Sistema de Coordenadas no Plano - MatRoth¢cao
B.2.2 Condicao de Ortogonalidade - Matriz Ortogonal
B.2.3 Generalizacao para Trés ou Mais Dimensodes
B.3 Tensores
B.3.1 Defini¢cOes de Escalares e Vetores Via Transfoamag Coordenadas
a) Bases Ortogonais
b) Bases Nao-Ortogonais (informagao)



B.3.2 Definicao de Operadores Via Transformacao de @ow@das
a) Motivacgao Fisica e “Ordenacao”
b) Lei de Transformacao
e Objetivo
e Matrizes
e Elementos de Matriz
B.3.3 Tensores de Ordem N
a) Bases Ortogonais
e Generalizacoes
e Definicdes Formais
b) Bases Nao-Ortogonais (informacgao)

C. Tensor Momento de Irercia
C.1 Relacao Geral entre Momento Angular e Velocidade Aargu
C.2 Representacao Matricial do Momento de Inércia
C.3 Momentos de Inércia e Produtos de Inércia
a) Uma Particula
b) Corpo Rigido
C.4 Expressao Geral dos Elementos de Matriz em Coordefatasgulares
a) Uma Particula
b) Corpo Rigido (Discreto)
c) Corpo Rigido (Continuo)
C.5 Definicao Formal de Tensor Momento de Inércia - Tramsacao de Coordenadas
C.5.1 Tensores de Ordem 1 e 2
C.5.2 Tensor Momento de Inércia
C.6 Eixos Principais de Inércia e Momentos Principais éedia
C.6.1 Conceitos e Definicdes
C.6.2 Propriedades de Simetria
C.6.3 Diagonalizacao
C.6.4 Exemplos
C.6.5 Comentarios

D. Rotagdo de um Corpo Hgido
D.1 Angulos de Euler
D.1.1 Matriz de Rotagao
D.1.2 Definicio dod\ngulos de Euler
D.2 Eixos Principais e Equag0es de Euler
D.2.1 Conceito e Objetivos
D.2.2 EquacOes de Euler
D.2.3 Exemplos e Aplicacdes

Referéncias

- Marion-Thornton: Cap. 11 (também Cap. 1, secdes 1.8 1.

- N.A. Lemos, Mecanica Analitica (1a edi¢cao, 2004), @aps 3 e 4.

- “Algebra Linear”, por exemplo, Hoffmann-Kunze e/ou S. LafmueS. Lipschutz.



e QUESTOES PROPOSTAS
A. Conceitos Basicos

Quesfio 1
a) Reveja o conceito e definicao Momento de larcia, como introduzido nos livros de
Mecanica do curso basico (Fisica l). Para tanto, considéialmente o movimento de uma
particula em rotacao em torno de um eixo fixo e estude a&egp0 de sua energia cinética,
identificando o termo correspondente ao momento de inéférm seguida, generalize o
estudo para um sistema de particulas e um corpo rigidotramo® que, no caso de uma
distribuicao continua de massa, 0 momento de inércisedagao a um eixo de rotacao que
passa pelo corpo & dado por

I, = [[r¢]*dm,
onder® & a distancia do elemento de magsaao eixo de rotagao.

e W & r"'-l.;_', lr Clll.!l!i.
B -

-~

Figura 1: Questao 1.

b) Com base na formula acima, determine o momento de a&os seguintes casos:

b1) Anel circular de raid? e massa/ em relagao a um eixo perpendicular ao plano do anel
e que passa pelo seu centro.

Respostal, = M R?.

b2) Esfera solida, uniforme, de ralbe massal/, em relacdo a um eixo que passa pelo seu
centro.

Respostai, = M R”.

b3) Casca esférica, massh raio R em relagcéo a qualquer diametro.

Respostai, = M R”.

Quesfio 2

Encontre o seu “caderno velho” ddgebra Linear ou escolha um livro texto sobre o as-
sunto e reveja os conceitos, definicdes e propriedadesiadas a autovetores, autovalores
e diagonalizacao de matrizes.

Quesfio 3

Seja uma base ortonormial,, 7o, ..., 7, } de um espaco vetori&l de dimensaa. Expli-
gue como sao estabelecidas as representacoes mattiei@tores d& e de transformacoes
lineares dé&” emV (operadores).



Questio 4

a) Dé as definicdes de autovetor e de autovalor de umddrares;ao linear.

b) Qual propriedade geométrica caracteriza o efeito de tvamaformacao linear em seus
autovetores?

¢) Mostre que todo multiplo de um autovetor & também attmwvda transformacao linear,
com 0 mesmo autovalor.

Questio 5
Mostre que numa base constituida de autovetores de umsfamaacao linear, a
representacao matricial da transformacao é diagonal

Questio 6
Seguindo o procedimento discutido em aula, determine @valotes e autovetores das
seguintes representacdes matriciais:
14
23

a)
RespostaA; =5, 0 = a[&y + &), Ay =-1, 02 = bl&; — 3]

b)
1 -33
3 53
6 —6 4
Respostad; = \y =-2, U2 = aiy + by + (b — a)iz, A3 =4, U2 = [T, + To + 223].
B. Tensores
Questio 7

Dé a definicao dos cossenos diretores de um veéon relacao a um sistema ortogonal
de coordenadas;, i = 1,2, 3.

Figura 2: Questao 7.

Questio 8
Considere uma rotagcao dos eixos coordena@%parax'lx'z, de um anguld, conforme
indicado a seguir.



Figura 3: Questao 8.

a) Obtenha a expressao dos versdres 7, em fungio dos versorés e i,. Mostre que a
matriz de rotacao & dada por:

cos 6 sen 6
Ay =
—sen 6 cos 6
b) Expresse os versorés e i, em termos dos versorés e i, e mostre que a matriz de

rotacao &\) (¢ indica a matriz transposta).
c) Repita os itens (a) e (b) para as componentes do ¥ei@s duas bases:

- ~ ~ AN AN
7= 1201 + Ty = XL + Toly.

Compare os resultados com os obtidos nor itens (a) e (b).

Questio 9
No caso da questao anterior, mostre que os elemgaptda matriz de rotacad, = (\;;)
podem ser expressos por

’

oz,

)\ij = COS (HAZ';,JA?]) = 833‘27 ’L,j = 1, 2.
J

Questio 10
Mostre que a ortogonalidade das bages i,} e {i], &,} implica na seguinte relacao
para os elementos da matriz de rotagéan(liggo de ortogonalidade

2
Z)\ij)\kj — 04k ’i, ]{7 - 1, 2
j=1

Questio 11
Considere um produto de matrizeéx 2, C' = AB. Em termos doglementos de matriz
correspondentes esse produto & expresso por

2
Cik = ZAilBlk i k=12
=1



Mostre que aondi@o de ortogonalidadela questao anterior, em formaatricial € dada
por:

A=A

Questio 12
Discuta as generaliza¢Oes dos resultados das questéd 8o caso de 3 ou mais di-
mensoes, explicando o que muda em termos de simbolos atatem

Questio 13

a) Consulte o Cap. 1 do Thornton e Marion (Secs. 1.2 e 1.3)egareg conceitos e proprie-
dades associadas a definicao de escalares e vetoreangBtmacao de coordenadas.

b) Dé as definicdes formais de escalares e de vetores amdate uma transformacao de
coordenadas (bases ortogonais).

Questio 14
Considere a transformacao de coordenadas da questao 8,
cos 6 sen 6
Ay = (Ny) = (—sen@ cos@)

Com base na definicao de vetor da questao anterior, wexifig 0s seguintes pares ordenados
obedecem a definicao:

a) (Vh ‘/2) = (—1’2, xl)'

b) (Vb VQ) = (xb _x2>'

Questio 15
Com base na definicao de vetor da questao 13, verifiquessgamtes ternas ordenadas
obedecem a definicao:

a) (dxy, dxs, dz3) - deslocamento infinitesimal.

dx1 dxo dx3 H
oh, o7, %2 - velocidade.

b) (%7
c) (22, c’ii’ 22), onde¢ & um escalar - gradiente de
d) (

s operador Nabla (ou Del).

8m2 ) ang)

Questio 16
Considere a transformacao linear,

Bi=) VyA; =123,

ondeB;, A; eV;;, j = 1,2,3 sao fungbes das coordenadas £ = 1,2,3. Se numa
transformagao de coordenadas,



/

3
/ Ox;
T ow = Ay, Ay = 9.
j=1 J

as componentes; e A; transformam-se como as componentes de um vetor, mostre que,
nessa transformacgao, os coeficieritggransformam-se como:

3

3
Vz; = Z Z ik Nt Vi, i,7=1,2,3,

k=1 =1

Questio 17
Considerando uma transformacao de coordenadas orisgoagesianas), dé as seguin-
tes defini¢des:
a) Tensor de ordem zero.
b) Tensor de ordem um.
c) Tensor de ordem dois.

C. Tensor Momento de Irercia

Questio 18
Uma particula realiza movimento circular uniforme comoe@dade angulati, em
relagcao a um sistema inercial, origémnos dois casos indicados abaixo.

1

/ ol ) b { )
b m)} r g T

Figura 4: Questao 18.

Considerando os dois casos, responda as seguinteseglestd
a) Obtenha as relacdes enfie’ e &, indicando na figura a direcao e sentidade
b) Determine o modulo, direcdo e sentido do momento amdutia particula em relacdo a
origemQO, indicando sua dire¢ao e sentido na figura.
c) O momento angulak & constante? Explique.

Questio 19
Considere um corpo como um sistema rigidaNdelementos, cada um com massga,
vetor posicaa,, o = 1,2,..., N em relacao a um referencial inercial, com origémo



Figura 5: Questao 19.

interior do corpo. O corpo realiza rotagao com velocidadgularid em relagao a um eixo
gue passa pela origet

a) A partir da definicao de momento angular para um dos elaele massa,,, em relacao
ao pontaD, determine aelacido vetorial geralentre 0 momento angular total do corpfo,e

a velocidade angulas.

b) Utilizando coordenadas retangulares;, z, 2, z.3, @ = 1,2, ..., N, expresse a resposta
do item anterior em termos das componentes retangularésﬂe(Ll, Ly, L3) e ded =
(w1, ws,ws). Note que sao 3 relagdes escalares.

c) Expresse a resposta do item anterior em termos de repag8es matriciais.

Questio 20
A representacao matricial da questao anterior (iteterr) a forma de um produto de
matrizes,

L=1w,

sendolL uma matriz3 x 1, I uma matriz3 x 3 ew um matriz3 x 1, de modo que, em termos
dos elementos de matriz, o produto matricial &€ expresso por

3
Li = Z[Z'jw]', 1= 1,2,3.
j=1

Com relacao a matriz, responda as seguintes questdes:
a) Explique o significado fisico (geométrico) dos elersntiagonais, justificando a
denominacamnomentos de &rcia.
b) Como sao denominados os elementos nao diagonais? ®oeagbem a denominacao?
c¢) Qual a propriedade notavel dos elementos nao diagbnais

Questio 21

Com relacao a questao anterior:
a) Obtenha a expressao geral dos elementos de mateim coordenadas retangulares.
b) Com base na resposta do item anterior e considerandoite |ira uma distribuicao
continua de massa, com densidade volumétrica gen&figamostre que os elementos de
matriz sao dados por

I = ///P(F) [52‘3';56% — xy4] dV,



ondedV = dxidxydxs €

5 — 1 set=3
Y10 sei #

Questio 22
Determine a representacao matricial do momento deiméecum cubo homogéneo de
massan, arestd, em relacao a um de seus vértices.(

A T e

2 L

Figura 6: Questao 22.

Resposta
2/3 —1/4 —1/4
I=ml*| —1/4 2/3 —1/4
—-1/4 —1/4 2/3

Questio 23

a) Determine a representa¢ao matricial do momento deitnée uma esfera macica, ho-
mogénea, de massd, raio R, em relacao ao seu centro de massa. Utilize a expressao da
questao 21 e a transformacao para coordenadas esférica
r1 = x = 1 senf cos¢
Ty =y = 1 senf) seng
T3 = 2z = 1 cost.
b) Compare o resultado com o obtido na questao 1, item (kplejae a “diferenca”.
Resposta:

5 1
I=-MR*| 0
5 0

S = O

0
0
1

Questio 24
Determine a representacao matricial do momento deiméecuma placa quadrada, ho-
mogénea, de mas3dd, ladoa, em relacdo a um de seus verticéd.(
Resposta:
1/3 —1/4 0
I=ma®| —1/4 1/3 0
0 0 2/3
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Figura 7: Questao 24.

Questio 25

Considere um corpo rigido representado por um sistemapdgticulas de massas, e
vetores posicag,, o = 1,2, ...,n em relacao a origer® de um referencial inercial. Consi-
dere também que o corpo tem uma velocidade angular iastaai em torno de um ponto
P do corpo, o qual possui velocidade lindaem relacao ao sistema inercial. Responda as
seguintes questdes (Thornton-Marion, Sec. 11.3):
a) Mostre que a energia cinética total do corpo & dada por

T = %imav2+ima‘7-ﬁ X Fa—l—%ima(& X FQ)Z.
a=1 a=1 a=1

b) Mostre que se,, € medidoem rela@o ao centro de mass#o corpo, a energia cinética
pode ser separada em dois termos, associados aos movirdent@nslacaoifa) e de
rotacao (ot):

T = irtra + Trota

onde

1, a
,—rtra:§MV7 M:;ma

1 n
Tt = 5 ;ma(& X 72

c) Escrevendad e i, em componentes retangulares,

W o= wlil + w2i’2 + W3Zi'3
Fa - ma,ljjl + xa,2j:2 + 'ra,3jj3
mostre que pode-se expressar

1 3 3
Trot - 5 Z Z Iijwiwj7

i=1 j=1
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onde

3

n
2
L= mal0; > 2l — Taita,):
a=1

k=1

Compare este resultado com o obtido na questao 21 (it¢m (a)

Questio 26

Mostre que as componentes do momento de inércia de um dgigo (elementos de
matriz) obedecem as propriedades de transformacao deéec@alas que definem esmpo-
nentes de um tensor de order{u®ilize o mesmo procedimento da questao 16):

3 3
=33 Nadid,  i.j =123,

k=1 l=1

Comenérios:

Por obedecer a essa propriedade o momento de inércia eneatm Tensor Momento
de Irércia e na notacao padrao de tensores, dependendo do autstyma@nse expressa-lo
como

{I} ou T

Os resultados das questdes 19 e 20 para 0 momento angulguestao 25 para a energia
cinética de rotacao sao expressos, r@ta@o tensorial(vetorial), por (Marion-Thornton,
sec. 11.4,Lemos sec. 4.2 e 4.3)

L={}-& ou L=13
1, = 1, < |
Trot:§w~{f}-w ou Trot:§w~f~w

Observe que as posi¢oes dos vetores e do tensor de ordenc@sistentes com os produtos
de matrizes (nUmero de colunas a esquerda igual ao nidedithas a direita).

Os tensores tém amplas aplicacdes em varias areasida, lestacando-se nos cursos de
graduacgao, aléem dbensor de IBrcia, os Tensores de Cadrupolo e Octupolma expansao
do potencial eletrostatico el@nsor de Maxweliho eletromagnetismo.

Alguns aspectos sobre a definicdo do Tensor de Quadrupal@eteristicas da expansao
multipolar sao discutidos no artigo de M. Cyrillo e M.J. Men "Expansao Multipolar do
Potencial Eletrostéatico e a Definicdo do Momento de Quaamlo”, Revista Brasileira de
Ensino de ksica Vol. 18, N. 3 (1996), p. 155.

Questio 27

a) Explique o que sahkixos Principais de larciae Momentos Principais de éicia.

b) Mostre que se um corpo gira com velocidade angtlam torno de um de seus eixos
principais de inércia, entdo seu momento angiilarparalelo & .
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Questio 28
O que significa dizer que um corpo & simétrico em relagao a
a) um ponto?
b) um eixo?
c) um plano?

Questio 29

Demonstre as seguintes propriedades de simetria:
a) Se um corpo for simétrico em relagao a um eixo, essegeinn eixo principal de inércia.
b) Qualquer plano de simetria de um corpo & perpendicular aixo principal de inércia.

Questio 30
Expliqgue como determinar formalmente os eixos peincipammanabordagem algébrica.
Qual o procedimento geral?

Questio 31
Utilizando o algoritmo para quocientes de polinomiosedatne:

3 —3x+2
r—1

P(r) =
RespostaP(z) = 2% + = — 2.

Questio 32

Utilizando a abordagem algébrica, determine os eixosimais de inércia do cubo da
guastao 22. Obtenha a representacao matricial do mondeninércia em relacao a esses
eixos.

Resposta:
1 0 0
1 2
I=cmi? | 0 11/2 0
0 0 11/2
Questio 33

Considere dois referenciais, um com origem@neixos.X;, X, X3 € outro com origem
emO, eixosz1, r3, r3, mutuamente paralelos aos primeiros. Sapavetor posicao d& em
relacao a.

Para um dado corpo rigido, os elementos do momento deidanénc relacao a base
{X1, X5, X3} s&0, como vimos, expressos por

n 3
Iij == Zl Ama[éij ; Xo%,k - Xa,iXa,j]-

Mostre que em relacao a baga , 7., 73} 0s elementos sao dados por:

Jij = Iz'j — M(a25ij — CLZ'CLJ'>,
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onde

Essa € a expressao geralemrema dos Eixos Paralelos

Questio 34

a) Determine a representacao matricial do momento deianée um cubo de arestanassa

m (questdes 22 e 31), em relagao a um sistema de coordenaasrigem no centro de
massa do cubo e eixos paralelos aos lados do cubo.

Resposta:

1 10

(Jij) = gml2 01

00

— o O

b) Marion-Thornton Exemplo 11.7.

Questio 35
Faca um resumo dos resultados obtidos para o cubo na®esi@, 32 e 34 e discuta as
diferencas, de acordo com as interpretacdes fisicapm@tricas.

D. Rotagdo de um Corpo Rgido

Questio 36

a) Reveja as propriedades basicas das Matrizes de Traragfao (Thornton-Marion Sec.
1.7).

b) Determine as matrizes de transformacao nos seguiases:c

b1) rotacao de 90em torno do eixar; no sentido anti-horario.
b2) rotacao de 90em torno do eixar; no sentido anti-horario.
b3) a matriz resultante da aplicacao sucessiva das diegHes anteriores. Resposta:

0
A=1|0
1

o O =
o = O
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Questio 37

a) Discuta o estabelecimento da orientacao de um sisternargo (fixo num corpo rigido)
em rela¢do a um sistema inercial, através de rotagoes.

b) Dé a definicao padrao ddsgulos de Eule, 6, U e obtenha, em cada caso, a matriz de
rotacao correspondente.

c) Determine a matriz resultante da aplicacao sucesaw® dotacdes do item anterior.

Questio 38
Thornton-Marion, Exemplo 11.9.

Questio 39

A equacao de movimento para a rotacao de um corpo rigidaelacao a um referencial
inercial, & dada por

dt

dL .
_] N

7

Mostre que em relacao aos eixos principais de inérciaxdearpo com velocidade angu-
lar J, a equacao acima possui componentes retangulages@es de Euler.

Ly + (15 — Iy)wows = Ny,
Loy + (I — I3)wiws = Na,
I3ws + (Ia — 1) wiws = N3,

ondel;, i = 1,2, 3 sAo 0s momentos principais de inércia do corpo.

Questio 40
Thornton-Marion, Exemplo 11.10.

Questio 41

(Lemos, Exemplo 4.8.1) “Um prato de plastico é arremessgadse horizontalmente para
o ar, de tal modo que o prato gira ao mesmo tempo em que seuqsaii@. Descrever o
movimento de rotacao do prato e mostrar que as oscieg@e duas vezes mais rapidas do
que a rotacao do prato em torno do seu proprio eixo de sariet

Questio 42
(Lemos, Exemplo 4.8.2) “Mostrar que so € estavel a @magiforme em torno dos eixos
principais de inércia de maior ou menor momento de inércia

Questio 43
Leia as seguintes Sec¢des do Thornton-Marion:
a) Sec. 11.10 Piao Simétrico sem Forca Externa.
b) Sec. 11.11 Pido Simétrico com Ponto Fixo.
c) Sec. 11.10 Estabilidade de Rotac¢des de Corpos Rigidos



