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A. Conceitos B́asicos
A.1 Conceito Elementar de Momento de Inércia
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C.5.1 Tensores de Ordem 1 e 2
C.5.2 Tensor Momento de Inércia
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• QUESTÕES PROPOSTAS

A. Conceitos B́asicos

Quest̃ao 1
a) Reveja o conceito e definição deMomento de Ińercia, como introduzido nos livros de
Mecânica do curso básico (Fı́sica I). Para tanto, considere inicialmente o movimento de uma
partı́cula em rotação em torno de um eixo fixo e estude a expressão de sua energia cinética,
identificando o termo correspondente ao momento de inércia. Em seguida, generalize o
estudo para um sistema de partı́culas e um corpo rı́gido, mostrando que, no caso de uma
distribuição contı́nua de massa, o momento de inércia emrelação a um eixo de rotação que
passa pelo corpo é dado por

Ie =
∫

[re]2dm,
ondere é a distância do elemento de massadm ao eixo de rotação.

Figura 1: Questão 1.

b) Com base na fórmula acima, determine o momento de inércia nos seguintes casos:
b1) Anel circular de raioR e massaM em relação a um eixo perpendicular ao plano do anel
e que passa pelo seu centro.
Resposta:Ie = MR2.
b2) Esfera sólida, uniforme, de raioR e massaM , em relação a um eixo que passa pelo seu
centro.
Resposta:Ie = 2

5
MR2.

b3) Casca esférica, massaM , raioR em relação a qualquer diâmetro.
Resposta:Ie = 2

3
MR2.

Quest̃ao 2
Encontre o seu “caderno velho” déAlgebra Linear ou escolha um livro texto sobre o as-
sunto e reveja os conceitos, definições e propriedades associadas a autovetores, autovalores
e diagonalização de matrizes.

Quest̃ao 3
Seja uma base ortonormal{x̂1, x̂2, ...., x̂n} de um espaço vetorialV de dimensãon. Expli-

que como são estabelecidas as representações matriciais de vetores deV e de transformações
lineares deV emV (operadores).
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Quest̃ao 4
a) Dê as definições de autovetor e de autovalor de uma transformação linear.
b) Qual propriedade geométrica caracteriza o efeito de umatransformação linear em seus
autovetores?
c) Mostre que todo múltiplo de um autovetor é também autovetor da transformação linear,
com o mesmo autovalor.

Quest̃ao 5
Mostre que numa base constituı́da de autovetores de uma transformação linear, a

representação matricial da transformação é diagonal.

Quest̃ao 6
Seguindo o procedimento discutido em aula, determine os autovalores e autovetores das

seguintes representações matriciais:
a)

(

1 4
2 3

)

Resposta:λ1 = 5, ~v 1 = a[x̂1 + x̂2], λ2 = -1, ~v 2 = b[x̂1 −
1

2
x̂2].

b)




1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4





Resposta:λ1 = λ2 =-2, ~v 12 = ax̂1 + bx̂2 + (b − a)x̂3, λ3 = 4, ~v 3 = c[x̂1 + x̂2 + 2x̂3].

B. Tensores

Quest̃ao 7
Dê a definição dos cossenos diretores de um vetor~r em relação a um sistema ortogonal

de coordenadasxi, i = 1, 2, 3.

Figura 2: Questão 7.

Quest̃ao 8
Considere uma rotação dos eixos coordenadosx1x2 parax

′

1
x

′

2
, de um ânguloθ, conforme

indicado a seguir.
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Figura 3: Questão 8.

a) Obtenha a expressão dos versoresx̂
′

1
e x̂

′

2
em função dos versoreŝx1 e x̂2. Mostre que a

matriz de rotação é dada por:

Λθ =

(

cos θ sen θ
−sen θ cos θ

)

b) Expresse os versoreŝx1 e x̂2 em termos dos versoreŝx
′

1
e x̂

′

2
e mostre que a matriz de

rotação éΛt
θ (t indica a matriz transposta).

c) Repita os ı́tens (a) e (b) para as componentes do vetor~r nas duas bases:

~r = x1x̂1 + x2x̂2 = x
′

1
x̂

′

1
+ x

′

2
x̂

′

2
.

Compare os resultados com os obtidos nor ı́tens (a) e (b).

Quest̃ao 9
No caso da questão anterior, mostre que os elementosλij da matriz de rotaçãoΛθ = (λij)

podem ser expressos por

λij = cos (x̂
′

i, x̂j) =
∂x

′

i

∂xj

, i, j = 1, 2.

Quest̃ao 10
Mostre que a ortogonalidade das bases{x̂1, x̂2} e {x̂

′

1
, x̂

′

2
} implica na seguinte relação

para os elementos da matriz de rotação (condiç̃ao de ortogonalidade):

2
∑

j=1

λijλkj = δik i, k = 1, 2.

Quest̃ao 11
Considere um produto de matrizes2 × 2, C = AB. Em termos doselementos de matriz

correspondentes esse produto é expresso por

Cik =

2
∑

l=1

AilBlk i, k = 1, 2.
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Mostre que acondiç̃ao de ortogonalidadeda questão anterior, em formamatricial, é dada
por:

Λt = Λ−1.

Quest̃ao 12
Discuta as generalizações dos resultados das questões 8a 11 no caso de 3 ou mais di-

mensões, explicando o que muda em termos de sı́mbolos matemáticos.

Quest̃ao 13
a) Consulte o Cap. 1 do Thornton e Marion (Secs. 1.2 e 1.3) e reveja os conceitos e proprie-
dades associadas à definição de escalares e vetores via transformação de coordenadas.
b) Dê as definições formais de escalares e de vetores em termos de uma transformação de
coordenadas (bases ortogonais).

Quest̃ao 14
Considere a transformação de coordenadas da questão 8,

Λθ = (λij) =

(

cos θ sen θ
−sen θ cos θ

)

Com base na definição de vetor da questão anterior, verifique se os seguintes pares ordenados
obedecem à definição:
a) (V1, V2) = (−x2, x1).
b) (V1, V2) = (x1,−x2).

Quest̃ao 15
Com base na definição de vetor da questão 13, verifique se asseguintes ternas ordenadas

obedecem à definição:

a) (dx1, dx2, dx3) - deslocamento infinitesimal.

b) (dx1

dt
, dx2

dt
, dx3

dt
) - velocidade.

c) ( ∂φ

∂x1

, ∂φ

∂x2

, ∂φ

∂x3

), ondeφ é um escalar - gradiente deφ.

d) ( ∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ∂
∂x3

) - operador Nabla (ou Del).

Quest̃ao 16
Considere a transformação linear,

Bi =

3
∑

j=1

VijAj i = 1, 2, 3,

ondeBi, Aj e Vij, j = 1, 2, 3 são funções das coordenadasxk, k = 1, 2, 3. Se numa
transformação de coordenadas,
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xj → x
′

i =
3

∑

j=1

λijxj , λij =
∂x

′

i

∂xj

,

as componentesBi e Aj transformam-se como as componentes de um vetor, mostre que,
nessa transformação, os coeficientesVij transformam-se como:

V
′

ij =

3
∑

k=1

3
∑

l=1

λikλjlVkl, i, j = 1, 2, 3,

Quest̃ao 17
Considerando uma transformação de coordenadas ortogonais (cartesianas), dê as seguin-

tes definições:
a) Tensor de ordem zero.
b) Tensor de ordem um.
c) Tensor de ordem dois.

C. Tensor Momento de Ińercia

Quest̃ao 18
Uma partı́cula realiza movimento circular uniforme com velocidade angular~ω, em

relação a um sistema inercial, origemO, nos dois casos indicados abaixo.

Figura 4: Questão 18.

Considerando os dois casos, responda às seguintes questões:
a) Obtenha as relações entre~r, ~v e~ω, indicando na figura a direção e sentido de~ω.
b) Determine o módulo, direção e sentido do momento angular ~L da partı́cula em relação à
origemO, indicando sua direção e sentido na figura.
c) O momento angular~L é constante? Explique.

Quest̃ao 19
Considere um corpo como um sistema rı́gido deN elementos, cada um com massamα,

vetor posição~rα, α = 1, 2, ..., N em relação a um referencial inercial, com origemO no
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Figura 5: Questão 19.

interior do corpo. O corpo realiza rotação com velocidadeangular~ω em relação a um eixo
que passa pela origemO.
a) A partir da definição de momento angular para um dos elementos de massamα, em relação
ao pontoO, determine arelação vetorial geralentre o momento angular total do corpo,~L, e
a velocidade angular~ω.
b) Utilizando coordenadas retangulares,xα,1, xα,2, xα,3, α = 1, 2, ..., N , expresse a resposta
do ı́tem anterior em termos das componentes retangulares de~L = (L1, L2, L3) e de~ω =
(ω1, ω2, ω3). Note que são 3 relações escalares.
c) Expresse a resposta do ı́tem anterior em termos de representações matriciais.

Quest̃ao 20
A representação matricial da questão anterior (ı́tem c)tem a forma de um produto de

matrizes,

L = Iω,

sendoL uma matriz3× 1, I uma matriz3× 3 eω um matriz3× 1, de modo que, em termos
dos elementos de matriz, o produto matricial é expresso por:

Li =
3

∑

j=1

Iijωj , i = 1, 2, 3.

Com relação à matrizI, responda as seguintes questões:
a) Explique o significado fı́sico (geométrico) dos elementos diagonais, justificando a
denominaçãomomentos de ińercia.
b) Como são denominados os elementos não diagonais? Por que recebem a denominação?
c) Qual a propriedade notável dos elementos não diagonais?

Quest̃ao 21
Com relação à questão anterior:

a) Obtenha a expressão geral dos elementos de matrizIij em coordenadas retangulares.
b) Com base na resposta do ı́tem anterior e considerando o limite para uma distribuição
contı́nua de massa, com densidade volumétrica genéricaρ(~r), mostre que os elementos de
matriz são dados por

Iij =

∫ ∫ ∫

ρ(~r) [δij

3
∑

k=1

x2

k − xixj] dV,
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ondedV = dx1dx2dx3 e

δij =

{

1 se i = j
0 se i 6= j

Quest̃ao 22
Determine a representação matricial do momento de inércia de um cubo homogêneo de

massam, arestal, em relação a um de seus vértices (O).

Figura 6: Questão 22.

Resposta

I = ml2





2/3 −1/4 −1/4
−1/4 2/3 −1/4
−1/4 −1/4 2/3





Quest̃ao 23
a) Determine a representação matricial do momento de inércia de uma esfera maciça, ho-
mogênea, de massaM , raio R, em relação ao seu centro de massa. Utilize a expressão da
questão 21 e a transformação para coordenadas esféricas:

x1 = x = r senθ cosφ
x2 = y = r senθ senφ
x3 = z = r cosθ.

b) Compare o resultado com o obtido na questão 1, ı́tem (b) e explique a “diferença”.
Resposta:

I =
2

5
MR2





1 0 0
0 1 0
0 0 1





Quest̃ao 24
Determine a representação matricial do momento de inércia de uma placa quadrada, ho-

mogênea, de massaM , ladoa, em relação a um de seus vértices (O).
Resposta:

I = ma2





1/3 −1/4 0
−1/4 1/3 0

0 0 2/3




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Figura 7: Questão 24.

Quest̃ao 25
Considere um corpo rı́gido representado por um sistema den partı́culas de massasmα e

vetores posição~rα, α = 1, 2, ..., n em relação à origemO de um referencial inercial. Consi-
dere também que o corpo tem uma velocidade angular instantˆanea~ω em torno de um ponto
P do corpo, o qual possui velocidade linear~V em relação ao sistema inercial. Responda às
seguintes questões (Thornton-Marion, Sec. 11.3):
a) Mostre que a energia cinética total do corpo é dada por

T =
1

2

n
∑

α=1

mαV 2 +

n
∑

α=1

mα
~V · ~ω × ~rα +

1

2

n
∑

α=1

mα(~ω × ~rα)2.

b) Mostre que se~rα é medidoem relaç̃ao ao centro de massado corpo, a energia cinética
pode ser separada em dois termos, associados aos movimentosde translação (tra) e de
rotação (rot):

T = Ttra + Trot,

onde

Ttra =
1

2
MV 2, M =

n
∑

α=1

mα

Trot =
1

2

n
∑

α=1

mα(~ω × ~rα)2.

c) Escrevendo~ω e~rα em componentes retangulares,

~ω = ω1x̂1 + ω2x̂2 + ω3x̂3

~rα = xα,1x̂1 + xα,2x̂2 + xα,3x̂3

mostre que pode-se expressar

Trot =
1

2

3
∑

i=1

3
∑

j=1

Iijωiωj ,
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onde

Iij =

n
∑

α=1

mα[δij

3
∑

k=1

x2

α,k − xα,ixα,j ].

Compare este resultado com o obtido na questão 21 (ı́tem (a)).

Quest̃ao 26
Mostre que as componentes do momento de inércia de um corpo rı́gido (elementos de

matriz) obedecem as propriedades de transformação de coordenadas que definem ascompo-
nentes de um tensor de ordem 2(utilize o mesmo procedimento da questão 16):

I
′

ij =

3
∑

k=1

3
∑

l=1

λikλjlIkl, i, j = 1, 2, 3,

Coment́arios:
Por obedecer a essa propriedade o momento de inércia é denominadoTensor Momento

de Ińercia e na notação padrão de tensores, dependendo do autor, constuma-se expressá-lo
como

{~I} ou I
↔

Os resultados das questões 19 e 20 para o momento angular e daquestão 25 para a energia
cinética de rotação são expressos, emnotaç̃ao tensorial(vetorial), por (Marion-Thornton,
sec. 11.4, Lemos sec. 4.2 e 4.3)

~L = {~I} · ~ω ou ~L = I
↔

· ~ω

Trot =
1

2
~ω · {~I} · ~ω ou Trot =

1

2
~ω · I

↔

· ~ω

Observe que as posições dos vetores e do tensor de ordem 2 s˜ao consistentes com os produtos
de matrizes (número de colunas à esquerda igual ao númerode linhas à direita).

Os tensores têm amplas aplicações em várias áreas da F´ısica, destacando-se nos cursos de
graduação, além doTensor de Ińercia, osTensores de Qúadrupolo e Octupolona expansão
do potencial eletrostático e oTensor de Maxwell, no eletromagnetismo.

Alguns aspectos sobre a definição do Tensor de Quadrupolo ecaracterı́sticas da expansão
multipolar são discutidos no artigo de M. Cyrillo e M.J. Menon: ”Expansão Multipolar do
Potencial Eletrostático e a Definição do Momento de Quadrupolo”, Revista Brasileira de
Ensino de F́ısica, Vol. 18, N. 3 (1996), p. 155.

Quest̃ao 27
a) Explique o que sãoEixos Principais de Ińercia e Momentos Principais de Ińercia.
b) Mostre que se um corpo gira com velocidade angular~ω em torno de um de seus eixos
principais de inércia, então seu momento angular~L é paralelo a~ω .
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Quest̃ao 28
O que significa dizer que um corpo é simétrico em relação a:

a) um ponto?
b) um eixo?
c) um plano?

Quest̃ao 29
Demonstre as seguintes propriedades de simetria:

a) Se um corpo for simétrico em relação a um eixo, esse eixoé um eixo principal de inércia.
b) Qualquer plano de simetria de um corpo é perpendicular a um eixo principal de inércia.

Quest̃ao 30
Explique como determinar formalmente os eixos peincipais numa abordagem algébrica.

Qual o procedimento geral?

Quest̃ao 31
Utilizando o algorı́tmo para quocientes de polinomios, determine:

P (x) =
x3 − 3x + 2

x − 1
.

Resposta:P (x) = x2 + x − 2.

Quest̃ao 32
Utilizando a abordagem algébrica, determine os eixos principais de inércia do cubo da

quastão 22. Obtenha a representação matricial do momento de inércia em relação a esses
eixos.

Resposta:

I =
1

6
ml2





1 0 0
0 11/2 0
0 0 11/2





Quest̃ao 33
Considere dois referenciais, um com origem emQ, eixosX1, X2, X3 e outro com origem

emO, eixosx1, x2, x3, mutuamente paralelos aos primeiros. Seja~a o vetor posição deO em
relação aQ.

Para um dado corpo rı́gido, os elementos do momento de inércia em relação à base
{X̂1, X̂2, X̂3} são, como vimos, expressos por

Iij =
n

∑

α=1

∆mα[δij

3
∑

k=1

X2

α,k − Xα,iXα,j ].

Mostre que em relação à base{x̂1, x̂2, x̂3} os elementos são dados por:

Jij = Iij − M(a2δij − aiaj),
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Figura 8: Questão 33.

onde

M =

n
∑

α=1

mα e a2 =

3
∑

i=1

a2

i

Essa é a expressão geral doTeorema dos Eixos Paralelos.

Quest̃ao 34
a) Determine a representação matricial do momento de inércia de um cubo de arestal, massa
m (questões 22 e 31), em relaçao a um sistema de coordenadas com origem no centro de
massa do cubo e eixos paralelos aos lados do cubo.

Resposta:

(Jij) =
1

6
ml2





1 0 0
0 1 0
0 0 1





b) Marion-Thornton Exemplo 11.7.

Quest̃ao 35
Faça um resumo dos resultados obtidos para o cubo nas quest˜oes 22, 32 e 34 e discuta as

diferenças, de acordo com as interpretações fı́sicas e geométricas.

D. Rotação de um Corpo Ŕıgido

Quest̃ao 36
a) Reveja as propriedades básicas das Matrizes de Transformação (Thornton-Marion Sec.
1.7).
b) Determine as matrizes de transformação nos seguintes casos:

b1) rotação de 90o em torno do eixox3 no sentido anti-horário.

b2) rotação de 90o em torno do eixox1 no sentido anti-horário.

b3) a matriz resultante da aplicação sucessiva das duas rotações anteriores. Resposta:

Λ =





0 1 0
0 0 1
1 0 0




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Quest̃ao 37
a) Discuta o estabelecimento da orientação de um sistema de corpo (fixo num corpo rı́gido)
em relação a um sistema inercial, através de rotações.
b) Dê a definição padrão dosÂngulos de EulerΦ, θ, Ψ e obtenha, em cada caso, a matriz de
rotação correspondente.
c) Determine a matriz resultante da aplicação sucessiva das 3 rotações do ı́tem anterior.

Quest̃ao 38
Thornton-Marion, Exemplo 11.9.

Quest̃ao 39
A equação de movimento para a rotação de um corpo rı́gido, em relação a um referencial

inercial, é dada por
[

d~L

dt

]

i

= ~N.

Mostre que em relação aos eixos principais de inércia de um corpo com velocidade angu-
lar ~ω, a equação acima possui componentes retangulares (Equaç̃oes de Euler):

I1ω̇1 + (I3 − I2)ω2ω3 = N1,

I2ω̇2 + (I1 − I3)ω1ω3 = N2,

I3ω̇3 + (I2 − I1)ω1ω2 = N3,

ondeIi, i = 1, 2, 3 são os momentos principais de inércia do corpo.

Quest̃ao 40
Thornton-Marion, Exemplo 11.10.

Quest̃ao 41
(Lemos, Exemplo 4.8.1) “Um prato de plástico é arremessado quase horizontalmente para

o ar, de tal modo que o prato gira ao mesmo tempo em que seu planooscila. Descrever o
movimento de rotação do prato e mostrar que as oscilações são duas vezes mais rápidas do
que a rotação do prato em torno do seu próprio eixo de simetria.”

Quest̃ao 42
(Lemos, Exemplo 4.8.2) “Mostrar que só é estável a rotação uniforme em torno dos eixos

principais de inércia de maior ou menor momento de inércia.”

Quest̃ao 43
Leia as seguintes Seções do Thornton-Marion:

a) Sec. 11.10 Pião Simétrico sem Força Externa.
b) Sec. 11.11 Pião Simétrico com Ponto Fixo.
c) Sec. 11.10 Estabilidade de Rotações de Corpos Rı́gidos.


