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• QUESTÕES PROPOSTAS

A. Osciladores Acoplados

Quest̃ao 1
a) Explique o que significanúmero de graus de liberdadede um sistema e dê alguns exem-
plos.
b) Qual o número de graus de liberdade de um pêndulo plano decomprimentol? Explique.

Figura 1: Questão 1.

Quest̃ao 2
Considere oscilações livres unidimensionais de uma partı́cula de massam, ligada a uma

mola de constante elásticak (extremidade fixa).
a) Explique o que émodo normal de oscilaçãodo sistema (1 grau de liberdade).
b) Determine o modo normal de oscilação do sistema.

Quest̃ao 3
Considere uma partı́cula de massam, ligada a duas molas de constantes elásticask, de

acordo com o esquema abaixo.

Figura 2: Questão 3.

Sejaψ o deslocamento unidimensional da massam, em relação à posição de equilı́brio
acoplado, na horizontal (oscilações longitudinais), ouna vertical (oscilações transversais).
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a) Mostre que, para oscilações hamônicas longitudinais, o modo normal de oscilação do
sistema é dado por:

ψ(t) = Acos (ωt+ φ), ω =

√

2k

m
.

b) Mostre que para oscilações harmônicas transversais, tem-se os seguintes modos normais
de oscilação paracada aproximaç̃ao considerada:

- Pequenas oscilações:

ψ(t) = Acos (ωt+ φ), ω =

√

2k

m

(

1 − l0

l

)

.

- Grande elasticidade:

ψ(t) = Acos (ωt+ φ), ω =

√

2k

m
.

c) Faça um resumo dos resultados obtidos nas questões 2 e 3.Quais caracterı́sticas podem
ser inferidas desses resultados? Qual a conclusão?

Quest̃ao 4
Considere um sistema com dois graus de liberdade, por exemplo, duas partı́culas ligadas

por três molas.
a) Explique o que significamodos normais de oscilação do sistema. Não é necessário
resolver nenhuma equação diferencial, apenas discuta o conceito e as caracterı́sticas que
definem os modos normais. Especificamente, por que considera-se soluções para as quais as
partı́culas oscilam com a mesma frequência e fase inicial?
b) Discuta/explique o método geral para obtenção dos modos normais de oscilação de siste-
mas com dois graus de liberdade (6 “passos”).

Quest̃ao 5
Considere oscilações longitudinais de duas partı́culasligadas por três molas:

Figura 3: Questão 5.

a) Obtenha as equações de movimento, considerando as coordenadas indicadas na figura
(posições iniciaisψb > ψa).
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b) Desacople o sistema de equações através de coordenadas normais:ψa(t)+ψb(t) eψa(t)−
ψb(t). Qual a interpretação fı́sica (cinemática) dessas coordenadas?
c) A partir do ı́tem anterior, mostre que as frequências normais de oscilação são:

ω1 =

√

k

m
e ω2 =

√

3k

m
.

Quest̃ao 6
a) Para o sistema da questão anterior, determine os modos normais de oscilação e as
configurações em cada modo.
b) Discuta de forma esquemática os movimentos associados acada modo. Quais condições
iniciais determinam cada modo?
c) O fato deω2 > ω1 teria algo a ver com o tipo de movimento em cada modo?

Quest̃ao 7
No caso das questões 5 e 6, sejak12 a constante da mola central (acoplamento) ek a

constante das molas à esquerda e à direta. Com base nas seções 12.2 (oscilações acopla-
das) e 12.3 (acoplamento fraco) do Thornton e Marion, estudeas soluções e interpretações
fı́sicas do problema de oscilações longitudinais. Vocêacertou a resposta do ı́tem c da questão
anterior?

Quest̃ao 8
Considere oscilações transversaisde um sistema com dois graus de liberdade (2 partı́culas

de massasm ligadas a 3 molas de constantesk), de acordo com o esquema:

Figura 4: Questão 8.
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Considerando a aproximação de grande elasticidade e utilizando o método geral da
questão 4:
a) Determine as equações de movimento.
b) Determine os modos normais de oscilação do sistema.
c) Discuta, de forma esquemática, o tipo de movimento associado a cada modo normal. Qual
tipo de condição inicial determina o movimento em cada um dos modos?
d) Determine a equação correpondente ao movimento geral do sitema.

Quest̃ao 9
Três partı́culas de mesma massa,m são ligadas por quatro molas de mesma constante

elástica,k:

Figura 5: Questão 9.

Considerando oscilações longitudinais, com deslocamentos iniciaisψa > ψb > ψc, deter-
mine:
a) As frequências normais de oscilação.
b) A configuração de cada modo normal.
c) Explique, esquematicamente, os movimentos associados acada modo.

Respostas dos ı́tens a e b:
Modo 1:

ω1 =

√

(2 −
√

2) k

m
, ψb,1 =

√
2 ψa,1, ψc,1 = ψa,1;

Modo 2:

ω2 =

√

2k

m
, ψb,2 = 0, ψc,2 = −ψa,2;

Modo 3:

ω3 =

√

(2 +
√

2) k

m
, ψb,3 = −

√
2 ψa,3, ψc,3 = ψa,3.

Quest̃ao 10
No sistema indicado na figura 6, cada mola possui constante elásticak, l0 é o compri-

mento de cada mola na posição relaxada el o comprimento na posição de equilı́brio hori-
zontal. Considerando a aproximação de grande elasticidade determine:
a) os modos normais de oscilação do sitema.
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Figura 6: Questão 10.

b) a configuração de cada modo normal, explicando, esquematicamente, os movimentos
associados a cada modo normal.

Resposta: mesmos modos normais e configurações da questão 9.

Quest̃ao 11
a) Com base nas respostas das questões anteriores, discutaos modos normais de oscilação de
sistema comN graus de liberdade (N > 3). Faça esquemas dos movimentos caracterı́sticos
dos modos normais paraN = 4, 5, 6,...
b) O que é qualitativamente esperado paraN → ∞?

Quest̃ao 12
a) Estude a Seção 12.4 (Problema Geral de Oscilações) doThornton e Marion.
b) Exemplo 12.1 do Thornton e Marion.

B. Meios Cont́ınuos - Equaç̃ao de Onda

Quest̃ao 13
Sejaψ(x, t) a função de onda de uma corda elástica oscilante com as duas extremidades

fixas e um ponto da corda de abscissax0. Discuta os significados fı́sicos e geométricos das
seguintes grandezas associadas ao movimento:

a) ψ(x0, t) e ψ(x, t0); b)
∂ψ

∂x
(x0, t) e

∂ψ

∂t
(x0, t); c)

∂2ψ

∂x2
(x0, t) e

∂2ψ

∂t2
(x0, t).

Quest̃ao 14
Seja uma corda elástica com as duas extremidades fixas, de densidadeρ0 e tensãoT0 na

posição de equilı́brio. Considerando a aproximação depequenas oscilações ou de grande
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elasticidade para oscilações transversais, deduza a equação de onda em uma dimensão
(equação de D’Alembert):

∂2ψ(x, t)

∂x2
=

1

c2
∂2ψ(x, t)

∂t2
, c =

√

T0

ρ0

.

Quest̃ao 15
Estude deduções equivalentes da equação de onda em uma dimensão apresentadas em

Symon, sec 8.1 e Crawford sec. 2.2.

C. Soluç̃oes da Equaç̃ao de Onda

Quest̃ao 16
Utilizando ométodo de separação de varíaveis, obtenha a solução geral da equação de

onda unidimensional (isto é, sem levar em conta condições de contorno ou iniciais).
Resposta:

ψ(x, t) = [A1 cosωt+ A2 senωt][A3 cos
ωx

c
+ A4 sen

ωx

c
].

Quest̃ao 17
Sejal o comprimento da corda elástica das questões 14 e 16 e considere a corda fixa nas

duas extremidades (x = 0 ex = l).
a) Determine os modos normais de oscilação do sistema.
b) Discuta, de forma esquemática, o tipo de movimento associado a cada modo normal.
c) Os resultados acima são consistentes com a análise qualitativa discutida na questão 11,
ı́tem b?

Quest̃ao 18
a) Param en inteiros, mostre que

∫ l

0

sen
mπx

l
sen

nπx

l
dx =

l

2
δmn, onde δmn =

{

0 se m 6= n

1 se m = n

(utilize 2 sinA sinB = cos(A− B) − cos(A+B)).
b) Utilizando integração por partes, mostre que

∫ x2

x1

x sin kx dx =

[

sin kx

k2
− x cos kx

k

]x2

xi

.

Quest̃ao 19
a) Com base nos resultados da questão 17, obtenha a solução geral para a função de onda
ψ(x, t) ( superposição dos modos normais de oscilação).
b) Determine a solução especı́fica (formal) para as seguintes condições iniciais:

ψ(x, t = 0) = ψ0(x) e
∂ψ

∂t
(x, t = 0) = vo(x).
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Quest̃ao 20
Thornton-Marion, Exemplo 13.1 (utilize notação da questão anterior e resultado do ı́tem

(b) da questão 18).

Quest̃ao 21
Discuta os conceitos deseqûencia harm̂onicaeescala musical. Consulte: F.S. Crawford,

Waves, Berkeley Physics Course, Vol. 3, problemas 2.6 e 2.7 (enunciados).

D. Propagaç̃ao de Ondas

Quest̃ao 22
a) Mostre que a solução geral da equação de onda em uma dimensão (questão 13) pode ser
expressa na forma:

ψ(x, t) = f(x+ ct) + g(x− ct).

b) Qual o significado fı́sico das funçõesf eg?
Consulte: Thornton e Marion - Sec. 13.6.

Quest̃ao 23
Considere duas ondas harmônicas complexas de mesma amplitudeA, frequênciasω e

ω + ∆ω, números de ondak ek + ∆k, sendo∆ω << ω e∆k << k.
a) Mostre que a superposição das duas ondas pode ser expressa na forma

ψ(x, t) = 2A cos

[

∆k

2
x− ∆ω

2
t

]

cos

[

(k +
∆k

2
)x− (ω +

∆ω

2
)t

]

.

b) Interprete fisicamente esse resultado, fazendo um esboço da onda resultante associada
(Thornton e Marion Fig. 13.6).
c) Qual avelocidade de grupoda onda?

Quest̃ao 24
Thornton-Marion, Exemplo 13.3.

Quest̃ao 25
a) Considere a superposição deN ondas harmônicas complexas e discuta o limite quando
N → ∞.
b) O que é umpacote de onda? Como pode ser interpretado? (consulte Thornton-Marion,
Sec. 13.9).
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Figura 7: F.S. Crawford,Waves - Berkeley Physics Course, Vol. 3.


