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Figura 1: Péndulo simples de comprimento 1, com uma objeto de massa m
presa a uma das pontas.
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1. (3.2 pontos) Uma objeto de massa m ¢é langado verticamente para cima
com velocidade vy e assuma que no instante inicial esteja na origem das
coordenadas. Denote a aceleracao da gravidade por g.

(a) (0.5 pontos) Escreva a Lei de Newton desde sistema descrevendo
claramente as convencgoes usadas.
Resposta:
Escolhendo o sistema de coordenadas com y na direcao vertical e x na
direcao horizontal.
Neste caso a tnica forga é a gravidade entao temos

- d
M— = Fles  Fres = -mg — mdity = —mg (2>
Movimento uniformente acelerado, com condigoes iniciais: y(t = 0) = 0
ev, =yt =0)=uvpy:
t2 th

y(t) = evt et — T ylt) = wt — T 3)

com as condicoes inicias, temos ¢; = 0 e co = vy.

(b) (0.5 pontos) No ponto mais alto da trajetéria, qual é a veloci-
dade e aceleracao do objeto? Determine a altura maxima do objeto.
Resposta:

No ponto mais alto da trajetéria temos que a velocidade é zero e a
aceleragao é a=-g. De outra forma como o sistema § conservativo entao
no instante inicial temos

2 2

E:m%O+U(a:0):m%0:O+mgh (4)
2
Yo
m_
entdo h = ——% = Y%
mg 2g

(c) (1.2 pontos) Assuma que o mesmo objeto, langado verticamente
para cima com velocidade vy, estd submetido a uma forca adicional
resistiva que pode descrita um termo proporcional a velocidade (com
uma constante b). Descreve o sistema de equagoes neste caso e ache a
velocidade no instante t.

Resposta:



Neste caso as forcas presentes sao a gravidade e a forca resistiva entao
temos
dv — dv,

m—— = F:res = ﬁpeso + Fresis = mﬁ— bv m% = —-mg— bvy (5>

Isolando a velocidade temos

dv, _ bdt
v, +mg/b  m

(6)

Integrando do instante inicial no solo, v,(t = 0) = vy até o instante t
temos

In (M) _ O ) = (v + ma/b) e_<%) L R
Y b

vy +mg/b m

Fisicamente a particula sobe até uma certa altura h e depois comeca a
cair.

(d) (1.0 pontos) No ponto mais alto da trajetéria, qual é a veloci-
dade e aceleragdo do objeto do item (c) ? Determine o tempo para se
chegar a esta velocidade.

Resposta:

No instante mais alto a particula ird parar de andar até parar, ai
comecara a cair. No ponto mais alto da trajetdria temos que vy (tmax) =
0 e neste ponto temos que a aceleracao serd de

oltms) = (L)

m

=-g (8)

tmax

onde t,., corresponde ao tempo que se atinge a altura maxima. Para
obter ty.x fazemos v, — 0 na equagao (7). Entao

btmax

vy(tmax):O—>0:(vo—i—mg/b)e_( m >% tmaxz%ln (%”}g/b) 9)

Vo
confirmando que quando mg/b << vy temos tya.x ~ — € recuperamos
g

o caso sem forca resistiva.



(e) Questao extra (0.5 pontos) Qual é a altura maxima que o objeto
chega no caso em que esta submetido a uma forca adicional resistiva que
pode descrita um termo proporcional a velocidade (com uma constante
b)? Assuma que foi langado com velocidade wy.

Resposta:
Existem duas maneiras, na primeira integramos a velocidade,

e e
y(t) = /Ovy(t)dt:/odt (vo +mg/b)e \™ _%

= otmit) [ dte&) (%)

0 b

bt
=— (v +mg/b) <%> e_(m> -1 -t (%) (10)

No altura maxima temos que sastifazer a condicao da Eq. 9, e portanto

oo = (Ol = — (00 +mg/t) () (% - 1) =t ()

o=+ () (7)o (5)
= () () o () ()



Energia potencial
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Figura 2: Forma do potencial assumindo que as constantes a=1 e b=2 em
unidades arbitrarias. As curvas coloridas sao dadas energias totais do sis-

tema.

2.

(2.5 pontos) Um particula se move sob a agao de uma forga
F(z) = —ax + bx? (12)

com a,b sendo positivos.

(a) (1.0 pontos) Assuma que o potencial é zero quando x=0. Faca
o grafico do potencial e discuta os possiveis movimentos da particula.
Resposta:

Ulx) = —/F(x)dx: —/(—am—l—be) dr = az®/2 — bx* /3 + C (13)

aonde C é uma constante de integracio. E dado que U(z = 0) = 0,
portanto C=0.
O potencial se anula nos pontos U(x) = 0 — ax?/2 — bz?/3 = 0 :

r1=0 x9= 2—2. A derivada de U(x) se anula nos pontos
au a
%:ax—bﬁzo x3 =10 Ta=y (14)
Nestes pontos temos que
d*U d*U
c=a— 2bx W$:x3:a>0 Wx:x4:_a<0 (15)



e portanto no ponto z = x3 tem a concavidade positiva e para x = x4
tem a concavidade negativa.

No infinito temos o seguinte comportamento lim, ...U(x) = —oo e
lim, , U(z) = 400. Com estas informagoes podemos montar a forma
da curva, que seria a Figura [2|

Os possiveis movimentos da particula sao

(a) Para E' = Fj que corresponde a curva azul, temos que existe um
ponto de retorno da particula para x = x5 com E; = U(xs).

(b) Para E = FE5 que corresponde a curva vermelha, temos duas
regices disjuntas. Para xg < x < 7 a particula fica confinada
perto da origem (em outras palavras tem dois pontos de retorno)
e para x > xg fica com um ponto de retorno.

(c) Para E' = FE3 que corresponde a curva magenta, temos que existe
um ponto de retorno da particula para x = x9 com E3 = U(xy).

Para qualquer valor de energia ou a particula é confinada ou tem apenas
um ponto de retorno. As regide classicamente proibidas sao fora das
regioes descritas acima.

(c) (0.5 pontos) Determine a energia méxima possivel tal que a
particula tera pontos de retorno, assumindo que no instante inicial da
particula esteja ao redor da origem.

Resposta:

Conforme visto, para E = F» a particula tera pontos de retorno e para
E = FE; terd um ponto de retorno. O caso limite é quando temos o caso
da curva verde na Figura [2| que corresponde ao caso quando a energia
é igual ao valor do potencial no ponto do retorno x = 4. Neste ponto
temos que

(13

T—T4 = @

U(zs) = (az?/2 — bx3/3)‘ (16)

portanto a maxima energia para a particula ficar confinada ao redor da
3
a
6b2
(d) (1.0 pontos) Caso existam pontos de equilibrio, determine a
frequéncia de pequenas oscilagoes em torno destes pontos. Qual sera a
velocidade nos pontos de equilibrio?

origem é quando Ey.x = U(xy) =



Resposta:

Para pontos de equilibrio estaveis temos que a concavidade da curva
seja positiva no pontos extremos da funcao. Conform visto o
ponto x = x3 tem a concavidade positiva e para xr = 1z, tem a
concavidade negativa, porttanto em = = x3 é um ponto de equilibrio
estavel e * = x4 é um ponto de equilibrio insavel. Sé existem
estes pontos d3e equilBrio se cumpre a condicoes do item anterior,

a
E<By. -
< 602

Somente podemos associas pequenas oscilagoes para pontos estaveis,
2

pois neste caso - > 0, que neste caso seria somente o ponto x =

r3 = 0. Fazendo a expansao de Taylor ao redor deste ponto temos

B (x —xo) (dU (v —m)* (d?U
U(:B) - (U)x::l?() + 1' daj w—m0 + 2' diL’2 T=z0 +

no ponto xr = x3 = 0 temos que

dU d*U az?

Comparando com o potencial da forga elastica vemos que corresponde
a uma forca com a constante da mola dada por k=a.

d*x

My = —ax x(t) = Acoswot + B sinwyt

. ~ . . a
Substituindo na equagao diferencial temos wi = —.
m
A velocidade nos pontos do equilibrio serd (a) se estével o potencial esta
no ponto minimo, e entao a velocidade sera a maxima possivel, no ponto
mu? mu? 2F

xr = x3, temos F = — 7t U(zs) = — portando v = e (b)

se for instavel o potencial estd no ponto maximo, e entao a velocidade
2

[ .. , muv
serd a minima possivel, no ponto x = x4, temos F = - + U(xy) que

2(FE —Ul(xy))

implica que v =



3. (3.5 pontos) Seja uma massa m pendurado num fio, de massa zero, e
de comprimento 1, conforme a Figura O fio esta preso ao teto e
pode se mover-se livremente no plano vertical. A posicao do fio pode
ser completamente especificada por um angulo ¢, medido a partir da
posicao vertical.

(a) ( 0,5 ponto) Determine as forgas presentes e encontre a equagao
de movimento. As forcas presentes sao conservativas?
Resposta:
Existem duas forgas presentes neste caso a forga gravitacional e a tensao
no fio. Como o fio é inextensivel temos que a particula segue uma
trajetoria de raio constante, e podemos usar coordenadas polares neste
caso, usando a notacao da Figura [I| usaremos que # = ¢ portanto
a= —1¢?¢, + lpéy,.
Podemos decompor as equacoes de Newton em duas diregoes, uma na
direcdo radial (ao longo do fio) e o outra na dire¢ao perpendicular, a
angular

ma = ﬁpeso + f ma, = (Fpeso)T + TT‘ magy = (FPGSO)qﬁ + T¢’

e temos pela Figura(l|que T, =T e T;, = 0. Como o fio é inextensivel
existe um equilibrio na direcao radial:
ma, = (Fpeso), +1 mag = (Fpeso)y (Fpeso), + T =—mgcosp+T =0

—a, =0 may, = —mgsing

A forca peso é uma forca conservativa.

(b) ( 1,0 ponto) Escreva a energia potencial do sistema, em termos
do angulo ¢ e dos parametros comprimento do fio, 1 e da massa do
objeto m.

Resposta:
A energia potencial é

B ¢
U(r) = —/F('F).dfz —/0 mgsin ¢'ldg’ = mgl(1 — cos¢)  (17)

temos que dr = ldgbgg.

(¢) (0,5 ponto) Escreva a energia total do sistema em fungao de ¢

e de ¢.



Resposta:
Como o sistema é conservativo temos que a energia é conservada

2 202
E:T—FU(F):%—l—mgl(l—cosgzﬁ) = mlng

+ mgl(1 — cos ¢)(18)

como o movimento ¢ com raio constante temos que U = [pé,

(d) (1,5 ponto) Ache a solucao ¢(t), na aproximagao de pequeno
angulos ¢ < 1, assuma que no instante inicial o pendulo estd num
angulo ¢(t = 0) = ¢, e com velocidade angular ¢(t = 0) = ¢y . Mostre
que o movimento é periddico e encontre o periodo deste movimento.
Resposta:

Do item (a) achamos a equacdo de movimento,
d*¢

mag, = —mgsing ~ —mgop =ml—-

dt?

As solucoes tentativas sao da forma ¢ = Ae® e obtemos que o =

:I:z'\/? Entao temos que

¢(t) = Asinw,t + B cos wyt

com wy = \/g Aplicando as condigbes iniciais, ¢(t = 0) = ¢g e

d(t = 0) = ¢ temos

o(t) = <@> sin w,t + ¢ cos wot

Wo

2 [
esta é uma funcao peridédica de wyT =27 — T = o 27r\/j
Wo 9



4. (0.8 pontos) Quais destas afirmagoes sao verdadeiras e quais sdo falsas
para que a energia mecanica de um sistema seja conservada?

(a) (0.2 pontos) as forgas dependem da velocidade e nao da posigao.
Resposta:
F

(b) (0.2 pontos) as forgas derivem de potenciais.
Resposta:
v

(c) (0.2 pontos) a energia cinética seja constante.
Resposta:
F

(d) (0.2 pontos) se possa calcular o trabalho da forgas ao longo do
caminho mais curto entre dois pontos.
Resposta:
F



