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onde € é uma quantidade pequena comparada com A.
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Figura 1: Fungao degrau ou Heaviside H(t — tg) cm to = Os e a fungdo impulso
I(tg,t1) com tg = —0.5 s e t; = +0.5 s. Fonte : By Omegatron - Own work, CC
BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=801382| e |CC

BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=801402
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1. (2,0 ponto) Seja um oscilador harménico unidimensional submetido a
forca elastica, mas sem forga resistiva.

(a) (1.0 ponto) Determine a solugdo deste problema no caso em que
dx

dt |,_, ( )
vg. Determine a energia do sistema em funcao de zy e de vyp.

Resposta:

A equacgdo de movimento é

as condigbes iniciais sdo z(t = 0) = zg e v(t =0) =

Substituindo a solugio tentativa x(t) = Ae** temos que

|k
ma?= -k —sa=i+ty/— (1)
m

A soluccao, lendo n formulario, é

z(t) = e P (Acoswit+ Bsinwit) W1=\/ﬂ

no caso particular de 8 — 0,

k
x(t) = (Acoswit+ Bsinwit) w; =wo=4/—
m
e temos que
z(t) = Acoswyt+ Bsinw,t &(t) = —Aw, sinw,t + Bwg cos w,t
Aplicando as condigoes iniciais temos que
ro=A vy = Bwy— Aw, sinw,t + Bwg cos w,t
entao
vy .
z(t) = xocoswyt + — sinw,t (2)
wo
A energia total é dada por
kx?  mo?
E=—+4+— (3)

2 2

como a energia é conservada eu posso calcular em qualquer instante, no
instante inicial temos que

kz2  mo?
E=2"9,_""70 4



(b) (1,0 ponto) Determine o formato das curvas no plano  — & para
qualquer instante do tempo no caso em que as condigoes iniciais sao as
dadas no item (a).

Resposta:
Usando a féormula da energia temos que

kx?  mo?  kx®  m(dx/dt)®  kx®  m(@)?

Fr=—4+ — = 4+~ 7 —_
2+ 2 2+ 2 2+ 2 (5)

A equagao acima é no formato de uma elipse com centro em z =% =0 e
com os semi-eixos dados em fungao da energia.

2 2
B LLQ m(&)? x &
'=optr T ( 2E/k> - <\/2E/m> (6)

com a energia dada por

(7)

(c) (0,5 ponto) Existe intersegdo entre as curvas com diferentes
condicoes iniciais? Mostre se existe intersecao.
Resposta:
Como a curvas com diferentes condigoes iniciais corresponde a diferentes
curvas de nivel (em outras palavras com diferentes semi-eixos) entao nunca
se interseptam. Todas as curvas tem como centro a figura entao sao elipses
concentricas.

. (4,0 pontos) Seja um oscilador harmonico unidimensional submetido a
uma forca eldstica com constante elatica k e a uma forca resistiva depen-
dente linearmente da velocidade com uma constante b.

(a) (1,5 pontos) Escreva a equagdo de Newton deste sistema. As-

k b ~ - . ~
suma que {/ — > o entdo calcule a posigao e a velocidade em fungao
m m

do tempo assumindo que as condigoes iniciais sao que a posicao em t=0 é
dada por zg, onde xy é uma constante e que a velocidade em t=0 é nula.
Resposta:

A equacao diferencial é

Pz .
mﬁ = —kx — bx

Na versao da equagao de movimento temos que

dPx  k . d*x
-t —x+—0=0 —

b , .
a T mt T m gz Tt T 2E=0



b [k
onde usamos as defini¢bes que 5 = o e que wg = {/—. E dado no
m m

|k b
problemas que devemos assumir que y/ — > <2> que escrito em termos
m m

de e de wy temos que

k b

—>(— ] 2wy >p

m 2m
que implica que é subamortecido. As condi¢ oes inicias sao z(t = 0) = xg
e que &(t = 0) = 0, entdo temos que

z(t) = e P'(Acoswit+ Bsinut) w; = \/ﬂ >0

Uma forma mais conveniente é que
z(t) = e PtAcos(wit — 9)
Aplicando as condigoes iniciais temos que:
z(t) = e P'Acos(wit —0) i(t) = (—B)e P Acos(wit — §) — e Pt (Aw,) sin(wit — 0)

Temos duas equagoes

1
0 = —pBAcosd+ Awysind wO:Acosé—Mané:ﬁ A="0 tan?d 4+ 1 =
w1 cos cos2 0
/2 2
cosd = S sinézL%A:wsinéz B

VTR VTR o Er

entao temos que
z(t) = e PtAcos(wit —08) = e Pt (Acos(wit)cosd + Asin(wit)sind)

usando a férmula no formulario. entao temos que substituindo as ex-
pressoes para A e § temos que

z(t) = e Pt (xo cos(wt) + xp sin(wqt) <ﬁ>)

wq
teste de sanidade, como a velocidade é nula, entao toda a expressao deve
ser proporcional a xg, senao teria dimensoes erradas. Outras solugoes
seriam em vez de usar a expressao para o caso subamortecido, usar a
expressao para o super-amortecido. Mas deve se deixar claro que temos um
termo imaginario no expoente das exponenciais. Ao fim devemos escrever
que tomamos a parte real da expressao.

(b) (2,0 pontos) Assuma que agora exista uma forga adicional ' = Fye™ ¢,
onde Fj e « sao constantes. Qual é a solugao geral da posigao em fungao
do tempo com as condigdes iniciais dadas no item (a)?



Resposta:

Como a forga externa é uma fung ao exponencial, a solucao particular
deve ser uma exponencial (podemos usar tambem uma exponencial ima-
ginaria, mas devemos tomar cuidado com o resultado na manipulacao de
quantidades imagindrias). Usaremos que

Tparticular (t) = Be_Ct

substituindo na equacao temos que
e 9" (C?B - 2BBC + wiB) ==

entao temos que C = « e que

B_ Fo -~ Fy
 m(C?2-2BC+wi)  m(a?—2Ba+w})

A soluccao geral é

Fy
e
(a? = 2Ba+ wd)

—at

‘rgeral(t) = xhomogenea(t) + mparticular(t) = eiﬁtA cos(wlt - 5) + m

Aplicando as condigoes iniciais @geral(t = 0) = 29 € que &geral(t =0) =0

Fy

—at
e
m(a? — 2Ba + wd)

xgeral(t) = e_'BtA COS(’LUlt — (5) +

Iy

—at
e
m(a? — 2Ba + wd)

Fgeral(t) = (=B)e P Acos(wit — &) — e PH(Awy) sin(wit — 6) — (a)

Para simplicar iremos escrever o coeficiente da soluccao particular como

B, entao
Zgeral(t) = e PtA cos(wyt — &) + Be™**
Fgeral(t) = (—B)e Pt Acos(wit — &) — e P (Aw,) sin(wit — §) — (aB)e™
entao
_ . _ _ (w0 — B)
0 = —pBAcosd+ Awysind — (aB) x9= Acosd + B — A_icosd
— Bwg— B+ BB s _ Bl —B)+aB
0 = —p(zo—B)+ p—s sind — aB — tand = wn (o — B)
wi (o — B) , B(xg — B) + aB
cosd = sind =
V(wi(zo — B))? + (B(zo — B) + aB)? V(wi(zo — B))? + (B(z0 — B) + aB)?

teste de sanidade, se fizermos B — 0 recuperamos a equacao do item
anterior. E entao

Zgeral(t) = e Pt ((3?0 — B) cos(wrt) + (zo — B) sin(wﬁ)) + Be™™

tan d



(c) (0,5 ponto) A amplitude quadrada A?, encontrada no item an-
terior é uma funcao do parametro externo a. Faca o gréafico desta fungao
e determine os pontos de méximo ou minimo neste caso com a condigao

[k b
— > — ainda se aplicando.
m  2m

Resposta:
Temos que

B_ Fy B2 _ Fy :
m(a? — 2Ba + wd) m (a2 — 2Ba + wj)

, . |k b

E dito que a condicao {/ — > 2 deve ser aplicada, que corresponde a
m m

wo > . Podemos reescrever a amplitude quadrada como,

B:(m«ﬂmeEBZHﬁQZZ<m«ameW%WDY

Em analogia com o feito em sala de aula, para a — oo a amplitude vai
a zero, e para o — 0 temos que a amplitude é constante. Da expressao
acima vemos que o numerador é sempre positivo, entao s6 podemos ter
duas formas, ou o limite a— > 0 é um maximo ou um existe um « nao
zero que ¢ maximo. Derivando a amplitude temos que

aB?

e x2a-f)sa=p )

O ponto critico a — 8 temos que

2 2
critico ™ 2 2 2 2 2
m ((wg — 52)) m ((a = B)? + (w5 — 52))
Entao a amplitude para o = 3 é maior do que no caso « — 0, entao o = 3
é um ponto de maximo. Os minimos correspondem a o — oco. Se fosse
dito o comportamento para o — oo e para o — 0 ja seria considerado.

a—>0

. (4,0 pontos) Seja uma massa m presa a uma mola, com constante eldstica
k e sem forga resistiva, que estd pendurada no teto. Foi definido que a
direcao vertical como o eixo x. No tempo t=0 temos que a massa estd na
dx .

i | =(t=0)=0.
Assuma que a forga peso é deprezivel. Seja x(t) a deslocamento da mola
em relagao ao ponto de equilibrio em qualquer tempo t.

posigéo z(t = 0) = ¢ e em repouso, v(t = 0) =

(a) (2,0 pontos) Uma forga F(t)é aplicada na diregio para baixo da
seguinte forma

. 0 t<ty
F(t)_{ Fy t>t (11)



aond Fy é uma constante. Encontre a solucao x(t) da equagéo diferencial
de movimento para o instante ¢ > ty. A solugao deve ser escrita em fungao
de de Fp, k e m.

Resposta:

Foram considerados duas respostas, uma em que a condi¢gao dada no enun-
dx

dt |o_g
para qualquer solucao achada para t > 0 ou pra t > t.

Primeiro caso: vamos achar a solugao parat > 0, e depois achar a condicao
inicial para t = tg. Para t > 0 temos que o problema é um oscilador
harmonico sem forga resistiva e sem forca externa. A solugao é

ciado z(t = 0) = 29 e v(t = 0) = = &(t = 0) = 0 é para vélida

(0 <t <ty) = Acos(wot—0)

com as condicoes iniciais temos que

x(t) = Acos(wpt —0) &(t) = —(Awyg) sin(wot — 0)
com as condigoes iniciais temos que
. To
= Acos(d 0=+(4 sin(d 0=0 A= =
T cos(0) +(Awp)sin(d) — 0538 |ssg = %0
z(t) = xocos(wot)
Em t =ty temos que
x(t=ty) = xocos(wpty) &(t =ty) = —(xowp) sin(woto)

A solugao da homogénea para t > tg é

x(t >tg) = Acos(wot —9) &(t > to) = —(Awp) sin(wot — 9)

A forga externa é uma fungao constante para t > ¢y, entao usaremos uma
solugao partircular que serda uma constante:

Tparticular (t) =D

Substituindo na equacao de movimento temos que

A Tparticul Fy Fo Fo
e UL B
0
entao a solugao geral serd
Fo
T t>t = Acos(wot —9) +
geral( O) ( 0 ) mw(2)
e entao
Fo
Tgeral(t =19) = Acos(woto —0) + 5 = Lo coswip
muwyg

Tgeral(t =1t0) = —Awpsin(woto — ) = —(zowo) sin(woty) (12)



Fazendo a razao temos

Fy
sin wot To coswio — mw?
00— tan(wely — ) A= 0 (13)
Fo cos(woty — 0)
cos woty — 5
muwg

e com estas expressoes teriamos

F
Tgeral(t > t9) = Acos(wot — 0) + mz?;Q
0

com A e § dado pela equacao Outra forma seria escrever a solugao
geral na forma
Fy

! t>t = A t—ty) =9
xgeral( O) COS(’LU()( 0) ) + m’LU(2)

e aplicando as condigoes iniciais nesta solucao teriamos que

Fo
mw3

—A'wg sin(—8") = —(zowp) sin(wotg) (14)

Tyeral(t =10) = A'cos(=0") + = 20 cos Wyt
j:/geral(t = tO)

e entao
/ / / /o . / FO
Tyeral(t) = A'cos(wo(t — o)) cosd’ + A’sin(wo(t —to))sind’ + "
0
FO . . F()
= Tocoswoty — —= | cos(wg(t — ¢ + xg sin(wg(t — tg)) sinwoty +
( 0 olo mw%) (wo( 0)) o sin(wo( 0)) olo mw%

Segundo caso que também considerei: Assuma solucao para t > ty e apli-
que as condicoes iniciais dadas em t=0.

Iy
cal(t >t = A t—0
Lge al( 0) COS(wO ) + mw%
entao teremos que
I
mwg
F
Tgeral(t) = Acos(wit—0)+ m;))g

Tgeral(t) = —Aw;sin(wit —0) (15)



(b) (1,5 ponto) Assuma agora que a for¢a no mesmo sentido e diregéo
do item (a) ocorre por um tempo finito 7, isto é uma forga impulso

0 t <ty
F(t) = Fy to<t<ty (16)
0 t> 1

aond Fj é uma constante. Encontre a solu¢do x(t) da homogénea e da
particular para o instante ¢ > tg. A solucao deve ser fungao de Fy, k e m.
Resposta:

Neste caso nao temos uma fungao constante, mas uma funcao impulso,
que ¢ finita por um tempo entre ty a t;. Do formulario é dito que uma
fungao impulso é dada por a soma de duas funcgoes que sao ligadas num
certo instante tempo t’. Uma possivel forma de resolver é usar a solucao
anterior para a funcao externa constante para t > ty e somar outra solugao
também constante para ¢t > ¢1, mas com o sinal da forca trocado. Com
isto obtemos uma forca impulso. A primeira parte da solugdo é copiar
a solucao do item anterior, adicionando uma solucao trocando tg — t; e
Fo — —Fo.

Fo

mw3

Ty (t) = A'cos(wo(t —tg)) cosd’ + A’ sin(wo(t —to))sind’ +

Fy . . Fo
= to — t—1t t—1 t
(a:o cos wotp mw%) cos(wo( 0)) + 2o sin(wg( 0)) sinwoto + o

Fy . . Fy
+ T coswoty + cos(wo(t — 1 + xg sin(wg(t — t1)) sinwoty —
(1o cos anto-+ 0 ) cosCwnt 1))+ aosin(un(t — ) simunty — -0

Outra forma de fazer é usar a solucao do caso anterior, e calcular o valor
da funcao e de sua derivada para t = t; e usar isto como as condigoes
iniciais para a solugao para t > ty.

(¢) Questdo extra :(0,5 ponto) Assuma que tomemos o limite de
7 — 0 e Fy — oo na solugao do item anterior, mas mantendo o produto
aFy constante e finito, escreva a fungao x(t) neste caso limite.
Resposta:
Devemos tomar o limite de 7— — 0 ou de outra forma t, — t;. Para isto
escrevemos que t; = tg + 7
F Fy

Tyoral(t) = (mo cos woly — m;;g) cos(wo(t — to)) + xo sin(wo(t — to)) sinwoto + "

Fy Fy

+ o cos wolp + cos(wo(t —t, — + xpsi t—t, — sin woty —
( 0 woto mw%) (wo( o — 7)) + xosin(wo( o — 7)) sinwptg ot

onde marquei os termos que dependem de 7. do formulédrio temos que
cos(wo(t —t, — 7)) = coswy(t —t,)cos(—woT) — sinwy(t — t,) sin(—wpT)
(t—to—7)) )
sin(wo(t —t, — 7)) = sinwg(t — t,) cos(—woT) + cos wo(t — t,) sin(—woT)

( )) = sinwg(t —t,) + coswy(t — t,)(—woT) (17)

cos(wo coswo(t — t,) + sin(wo(t — t,))wet

sin(wo(t —to — 7



entao

F
Tyeral(t)  ~ (l‘o cos woto — 02) cos(wo(t — to)) +

muwg
Fy .
xo cos wolo + 5 (cos wo(t — to) + sin(wo(t — to))on)

mwg

+  xosin(wo(t — to)) sinwolo + xo (sin wo(t — t,) + coswo(t — to)(—wOT)) sin wotg

For)wo
= xpsin(wo(t — o)) sin(wg(tg)) + xg cos wotg cos(wo(t — to)) + % sin(wo(t — to))
0

O 1ltimo termo é finito para 7 — 0 e Fy — oo.



