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Figura 1: Sistema de coordenadas esférico.



1. (3.2 pontos) Seja a Figura que representa uma particula de massa
m em cima de uma cunha de massa M. Tanto a particula de massa m
como a cunha de massa M estao andando numa superficie sem atrito e
sob acao da gravidade.

(a) (1.2 pontos) Quais sdo as variavéis para descrever as duas
particulas deste sistema? Descreve de forma clara o sistema de coor-
denadas usado e com isto escreva o Lagrangiano deste sistema.
Resposta:

As variaveis do sistema sao a posicao horizontal e vertical da massa m
e da cunha M. Chamaremos estas variaveis de x, e y para a posi¢ ao
horizontal e vertical da massa m em relagao 4 cunha e X e ) para a a
posicao horizontal e vertical da cunha de massa M. Fixaremos o sistema
de referéncia em rel¢ao ao canto mais a esquerdo da Figura . Neste
sistema de referéncia entao as variaveis da massa m sao z,, = r + X
e Ym = y + )Y em relgao ao canto mais a esquerdo da Figura . A
posicao da cunha de massa M ¢é dado por X e V.

Um dos vinculos do sistema é que Y=0 e que a altura da massa m em
relacao & cunha é dada por y = z tan a.
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e com os vinculos de Y=0 e y = xtan a:
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(b) (1.4 pontos) Quais sao as quantidades conservadas neste sis-
tema? Explique o porqué desta conservacgao usando o formalismo
Lagrangiano.

Resposta:
Neste caso existe uma coordenada ciclica X. Entao pelo formalismo
Lagrangiano o momento generalizado corresponde é conservado:
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o Lagrangiano nao depende do tempo entao o Hamiltoniano é conser-
vado. Como o Lagrangiano é uma funcao quadratica das velocidades e



o potencial nao depende da velocidade entao a energia=Hamiltoniano
¢ conservado.
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Escrevendo em funcao dos momenta:
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Resposta:
Neste caso o Lagrangiano nao depende de X e portanto py é conser-
vado. A quantidade

png—i:mﬁwm(:wze) (7)

corresponde ao momento linear do sistema. Temos que
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(¢) (0.6 pontos) Qual sdo as simetrias que correspondem as quanti-
dades conservadas do item anterior? Use o Teorema de Emmy Noether,
a matemadtica da Figura para associar as simetrias e as quantida-
des conservadas.
Resposta
Neste caso como o Lagrangiano é invariante por uma translacao tem-
poral, t — t' =t + f, onde f é uma constante. Como o Lagrangiano
nao depende do tempo, ele nao muda, e as velocidades sao invari-
antes por translagoes constantes. Entao o Lagrangiano ¢ invariante.
A conseqliencia é que o Hamiltoniano é constante. O Lagrangiano
dada na Eq. [§| depende apenas da coordenada x, e nao depende da
coordenada X. FEntao se fizermos uma translagao espacial da forma
X — X = X+c, onde ¢ é uma constante o Lagrangiano é invariante.
A consequéncia é qualquer invarianca por translacao espacial significa
que o momento linear corresponde é conservado.

Nada pode ser dito a respeito de invarianca por rotagoes por este sis-
tema ser unidimensional.
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2. (3.0 pontos) Uma particula carregada de massa m sob a agao de campo
magnético uniforme na dire¢ao z tem o lagrangiano dado por
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onde o vetor posicao da particula é 7" = 2T +yy+22, U = 0,2+ 0,9+ 0,2
é a velocidade da particula , & = ®(z,y, z,t) é o potencial escalar e

—

A= A(z,y, z,t) é o potencial vector que estao relacionados com o

campo elétrico por £ = —V® — — e com o campo magnético por

ot

B =V x A. Para um campo magnético uniforme By na direcao z,
> 1 1
temos que ® =0e A = (—§Boy> T+ (5301:) 7.

(a) (2.0 pontos) Ache o Hamiltoniano do sistema em fungao das
coordenadas e dos momentos e calcule as seis equagoes de Hamilton
correspondentes.

Resposta
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Os momentos sao




O Hamiltoniano é
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na uultima igualdade o Hamiltoniano ja esta escrito na forma correta,
em termos das coordenadas x,y e dos momenta px, p,.p.. As equacoes
de Hamilton sao
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As trés primeiras equagoes acima sao iguais as Eqs. [[1} As outras trés
equacoes sao

Pr=— (gﬁ;) (py - (gi)) Py = — (gﬁ‘;) (py +y @i)) p. = 0(14)

(b) (1.0 pontos) Quais sao as quantidades conservadas deste sis-
tema?
Resposta
Como visto acima p, é uma constante e como o Lagrangiano ¢ inde-
pendente do tempo, entao o Hamiltoniano é conservado.




3. (3.8 pontos) Seja um particula de massa m, conforme mostrada na
Figura presa a um apoio por uma fio de comprimento fixo | sob a
acao da gravidade e que pode andar livremente em qualquer direcao.

(a) (1.4 pontos) Ache o Lagrangiano deste sistema.
Resposta:
Neste sistema o fio tem um comprimento fixo, entao a distancia R entre
o ponto de apoio e a massa m é constante, r=I1. Neste caso podemos
escrever o Lagrangiano como

L=T-U= % (1292 + [? sin® 9$2> —mgl(1 — cos6) (15)

2
mu
onde a energia cinética, T' = 5 ¢ obtida a partir da velocidade dada

no formulario e a energia potencial U=mgy.

As coordenadas independentes sao 6 e ¢ entao temos duas equacoes de
Euler-Lagrange e dois momenta generalizado.

(b) (0.6 pontos) Ache os momentos generalizados deste sistema.
Resposta:

OL = 0L

= — =ml“0 = = ml*sin® 6 16
Po Y, Py P ¢ ¢ (16)
Invertendo as equagoes temos
] Do ; Dy
0=— = — 17
mi? ml? sin? 6 (17)

(c) (1.3 pontos) Ache o Hamiltoniano deste sistema e as equagoes
de Hamilton deste sistema.
Resposta:
Para acharmos o Hamiltoniano,

H =0pg+ épy — L = (18)

usando as Eqs. temos que
(W) 2 (ml2 sin? 6)

i = (%)p9+<ml251n 9)
(ml2 sin? 9) g1 = cosb)

Py
[(1—cosb)
+ mgl(1 — cos (ml2>

1
2
1
2



mg

(c¢) Péndulo esférico: Particula
de massa m presa a um suporte
por um fio de comprimento 1.

Figura 2: Peéndulo esférico: Particula de massa m presa a um suporte por
um fio de comprimento 1.

Duas das equagoes de Hamilton sao as Eqs[I7] e as outras duas sao

OH pé cos 6 OH
g =—— = ———-— —mglcost p,=——=0 19
PO=""96 = mizsmte T o=y (19)
(d) (0.5 pontos) Quais sao as quantidades conservadas neste sis-
tema?
Resposta

Neste caso as quantidades conservadas sao o momento generalizado na
direcao ¢ e o Hamiltoniano.



