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Funcoes de uma variavel
complexa



f(z) é uma funcdo de uma varidvel complexa z se, para todo valor de z
em um certo dominio R (uma regido no diagrama de Argand), existe um
ou mais valores de f(z).



Podemos decompor f(z) em uma parte real e uma parte imagindria,

f(z) = u(x,y) + iv(x,y),
onde u(x,y) : R?> = R e v(x,y): R? = R.

Ex.:
e’ = e~ cos(y + 2nm) + ie* sin(y + 2nm).



Funcoes simplesmente valoradas

Vamos considerar, por enquanto, funcdes que sdo simplesmente
valoradas, i. e., possuem um tnico valor para cada z € R.



Funcoes diferenciaveis

Uma fungdo f(z) é diferencidvel em um ponto z € R se

)

onde Az = Ax + Ay, existe e é tnica independente do sentido em que
Az — 0 no diagrama de Argand.



Exemplo 1 (1)

Mostre que a fungdo f(z) = x? — y? + i2xy é diferencidvel para qualquer
valor de z.
f(z+ Az) — f(2)
Az
(x + Ax)? = (y + Ay)? + 2i(x + Ax)(y + Ay) — x> + y? — 2ixy
Ax +iAy
_ 2xAx + (Ax)? = 2yAy — (Ay)? + 2i(xAy + yAx + AxAy)
N Ax +iAy
_ 2x(Ax 4 iAy) — 2y(Ay — iAx) N (Ax)? — (Ay)* 4+ 2iAxAy
Ax + iAy Ax + iAy
(Ax)? — (Ay)? + 2iAxAy
Ax + iAy '

=2x+ 2y +




Exemplo 1 (2)

f(z+ Az)—f(2)
Az

(Ax)? = (Ay)? + 2iAxAy
Ax + iAy '

=2x+ 2y +

Se tomarmos primeiro Ay = 0 e depois Ax — 0, ou Ax = 0 e depois
Ay — 0, o resultado serd o mesmo:

im f(z+ Az) — f(2)

=%) 2y = 2z.
Az—0 Az Xtizy ‘

Como z é arbitrario, (z) é diferencidvel em todo o plano complexo C.



Exemplo 1 (3)

Notando que f(z) = (x* — y? + i2xy) = z%:

f'(z) = lim [f(Z+AAZ)f(z)}
Az—0 [(AZ)Z—FQZZAZ}
Az




Exemplo 2

Mostre que f(z) = 2y + ix é ndo-diferencidvel em todo o plano complexo.

f(z4+Az) —f(z)  2(y +Ay) +i(x+ Ax) =2y — ix
Az N Ax + iAy
_2Ay +iAx
- Ax+iAy

Suponha que Az — 0 ao longo do caminho Ay = mAx:

lim flz+ Az) — f(z)} _ im [(2m+i)Ax}
Az—0 Az Ax,Ay—0 | (1 + im)Ax
_2m+i
1+im’

que depende de m, e, portanto, da direcdo em que Az — 0. Assim, f(z)
é n3o-diferencidvel em todo C.



Funcoes analiticas

Uma funcdo simplesmente valorada e diferencidvel em todos os pontos de
R é dita analitica (ou holomorfa, ou regular) em R.
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Uma funcdo pode ser analitica em um dominio exceto em um nidmero
finito de pontos (ou infinito, se o dominio é infinito). A funcdo € dita

analitica exceto nestes pontos, que s3o chamados de singularidades de
f(z).
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Exemplo 3

o g [0

. 1[ CH— }
Az—0Az |[1—z—Az 1-—2z
= lim L }
Az—0 [ (1 —z—Az)(1—2z)

1
(1—2)%

que independe de como Az — 0. Portanto, f(z) é diferencidvel em todo
C, exceto em z = 1, que é uma singularidade.
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Condicoes de Cauchy-Riemann




Analiticidade

Seja

e = fim, |

Este limite deve ser tnico, independente da forma como Az — 0, para
que f(z) seja analitica.
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Conexao (1)

Se f(z) = u(x,y) + iv(x,y), deve haver uma conexdo entre u(x, y) e

v(x,y) para que f(z) seja analitica.

Escrevendo f'(z) em termos de u(x,y) e v(x,y):

{f(z +Az)— f(z)]

s
fa)= fim, Az
_ u(x + Ax,y + Ay) + iv(x + Ax,y + Ay)
" Ax,Ay—0 Ax + iAy
*U(X,}/) B I'V(Xa)/)
Ax+ iAy '
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Conexao (2)

1. Considere Az = Ax:

u(x + Ax,y) —u(x,y) + iv(x + Ax, y) — iv(x,y)
| 5 |
_ Ou  Ov

2. Considere Az = Ay:

f/(Z) — lim U(ny + A_)/) — U(X./_y) + I'\/(X,_y + Ay) — iv(x7y)
Ay—0 IAy
Ou  Ov
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Condicoes de Cauchy-Riemann

Para que f(z) = u(x, y) + iv(x,y) seja analitica, é necessdrio que

ou Ov v ou

ox oy ©  ox oy

As condicdes de Cauchy-Riemann s3o também suficientes se as derivadas
parciais de u(x,y) e v(x,y) em relagdo a x e y sdo continuas.
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Exemplos anteriores

f(z) = 22
ou ov
& 2x = @ = 2x
ov du
e — — e . \/
Ox 2y Jdy 2y
f(z) =2y + ix
du ov
Ox 0 dy g
Y "R
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Exemplo 1

Determine o dominio de C em que f(z) = |x| — i|y| é analitica.

ov B @ B
aX a o ay -

e 1° quadrante: 24 = p=-1;, X

quadrante: 7~ = +1 5 3y = ile

e 2° quadrante: g—i =-1 = g—; = -1, v’

e 3° quadrante: % = -1 + % = 11 X

e 4° quadrante: % =+1 = %}V/ = 41. v

f(z) é analitica no 2° e 4° quadrantes.

18



Exemplo 2

Verifique se f(z) = z* = x — iy é analitica.

ou v

— =1 — =-1; X
Ox 7 dy '

v ou

ox 0 dy 0
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Funcoes de z e z*

Note que, como x = (z 4+ z*)/2 e y = (z — z*)/2i, toda
f(z) = u(x,y) + iv(x,y) pode ser considerada como uma funcdo de z e

z*.

Assim,

of _ of Ox +g dy
0z 0Ox0z* Oy 0z*

1/0u .Ov 1 /Ou . Ov
:2(8x+18x)2i<8y+16y)
1 /0u oOv i (Ov Ou

—z(ax‘ay)+z<ax+ay>'

Se f é analitica, 0f /0z* = 0; entdo, f n3o pode ser fun¢do de z*!
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Relacao com a equacao de Laplace

Suponha u(x,y) e v(x,y) que satisfazem as rela¢des de
Cauchy-Riemann.

9 (du _ 0 (ov\_ 0 (ov\_ & (0u
Ox \0Ox) 0x\9y) 0y \ox) 09y \9y

Ox2  Oy? ’
9 (ov 0 (Ou\ 0 (Ou\ O [(Ov
dx <<9X) C o <0y) Y <3X) )Y (3)/)
Ox2  Qy? '

Assim, u(x,y) e v(x,y) sdo solugcdes da Equagdo de Laplace em duas
dimensdes!
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Ortogonalidade

Considere os gradientes de u(x, y) e v(x, y):

3u¢ aU/,~
Vu= al‘i’ @J,
8V4\ an_\
Vv = &I + @j

Supondo que u(x, y) e v(x, y) satisfazem as condi¢des de

Cauchy-Riemann,

B Oudv  Oudv
T Oxox | dydy
~ Ou (—0u Judu
—w<w)+wm—

Vu.Vv

Entdo, Vu e Vv sdo ortogonais!
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Séries de poténcias




Séries de poténcias

Uma série de poténcias de uma fungdo f(z), centrada na origem, é dada

f(z) = i anz",
n=0

onde, em geral, a, sdo complexos.

por

Na forma polar de z, a série pode ser escrita como

f(z) = Z anr" exp(ind).
n=0
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A série > 7 anr" exp(inf) é absolutamente convergente se a série

oo

D lanlr”,

n=0

for absolutamente convergente.

24



Raio de convergéncia

O raio de convergéncia de uma série é o valor R tal que a série é
absolutamente convergente se |z| < R e divergente se |z| > R. Se

|z| = R, nenhuma conclus3o geral pode ser obtida, e uma andlise mais
detalhada deve ser considerada.

O circulo de raio R é chamado circulo de convergéncia da série.
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Testes de convergéncia

Teste da raiz:

1 3 1/n

= o el
Teste da razdo:

i _ | |a’7+1‘

R inoc |an| ’
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Teorema

A série Y an,z" soma para uma fun¢do analitica de z dentro de seu
circulo de convergéncia.
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Corolario

Se f(z) = .-, anz", entdo, dentro de seu circulo de convergéncia,

f'(z) = Z na,z" .
n=0
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