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Funcoes elementares



A funcao exponencial

Definicao:
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exp(z) = =
n=0
Convergéncia: pelo teste da razdo:
(rn)l/n

R nlmm (n!)l/”
~ lim L 5o

n—oo N

Entdo, (z) = exp(z) é analitica em todo C, ou integral.



Algumas propriedades de f(z) = exp(z)

o exp(z1 + z) = exp(z1) exp(z);
o 3 =exp(zIn(a)), a€eR;
o exp(z) = exp(z + i2km).



Definigao:
Ln(z) = w|z = exp(w).
Forma polar:

Ln(z) = In(r) + i(0 + 2km).

Valor principal:

In(z) = In(r) + 76.



Poténcias complexas

Sejam t e z dois nliimeros complexos;

t* = exp(zLn(t)).
Coroldrio: n n-ésimas raizes de t
1/n 1
t/" =exp | = Ln(t)
n
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= exp ( In(r)+i
n
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Funcoes multivaloradas e pontos
de ramificacao



Analiticidade e funcoes multivaloradas

e Na definicdo de funcdes analiticas, assumimos que as funcdes sdo
simplesmente valoradas;

e no entanto, fun¢des importantes como logaritmos, poténcias e raizes
n-ésimas s3o multivaloradas;

e com o devido cuidado, propriedades de funcdes analiticas podem ser
aplicadas em fung¢des multivaloradas;

e 0 devido cuidado é a identificacdo dos pontos de ramificacdo da

func3o.



Pontos de ramificacao

Um ponto de ramificagdo de uma fungdo f(z) é um ponto z no
diagrama de Argand tal que, se f(z) é variada ao longo de uma curva
fechada que envolve zy, em geral o valor de f(z) no ponto final serd

diferente de seu valor no ponto inicial.



Exemplo: f(z) = /z = \/re?/?

(i) Todo contorno fechado C que n3o inclui a origem faz com que 6 volte
ao seu valor original:

f(z) S Vre? = f(2).



Exemplo: f(z) = \/z = \/re??/

(ii) Todo contorno fechado C’ que inclui a origem faz com que 6 va para
0 + 27

Cy .
\l/

f(z) S VrelOH2m2 — _£(z).



Ponto de ramificagcdo de f(z) = \/z

O valor de f(z) = \/z muda em um circuito fechado que envolve z = 0.
Entdo, z = 0 é um ponto de ramificacdo de f(z).
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Voltas

No exemplo f(z) = z%/2, se fizermos duas voltas pelo caminho C’, a

fungdo volta ao valor original.

O nidmero de voltas necessarias para que a func¢do volte ao seu valor

original depende da funcdo.

Algumas fung¢des, como Ln(z), que possui um ponto de ramificacdo na
origem (z = 0), nunca volta ao seu valor original.
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Cortes de ramificacao

Um corte de ramificacdo (ou de ramo) é uma linha no plano complexo
que age como uma barreira, de forma que, se o caminho C ao longo do
qual a fungdo f(z) é avaliado ndo cruza o corte de ramo, a fungio
permanece no ramo principal e é simplesmente valorada ao longo de C.

Os cortes de ramificacdo sdo usualmente colocados ao longo dos eixos

real ou imaginario.
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Encontre os pontos e cortes de ramificacdo da fungdo f(z) = Vz2 + 1.

Sabemos que /z tem ponto de ramificacdo em z = 0, portanto, vamos
procurar os pontos onde o termo sob a raiz é nulo:

f(z) = V(2 +1) = /(2 + )z~ i);

entdo, z = £/ sdo pontos de ramificacdo.

Para encontrar os cortes de ramificacdo, é conveniente fazer a mudanca
de pardmetros:

zZ+4+ 1 =ne'"?
= f(z) = Jrne(®11%)/2,
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Coordenadas relativas de z

Re
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e O caminho C ndo engloba nem z =i nem z = —1:
01 —01 e 0—0, = f(z)— f(z),
e O caminho C engloba z =/, mas ndo z = —1:
b > 0+2r e O =0, = f(z)— —f(z);
e O caminho C engloba z = —/, mas ndo z = 1:
01 —0; e h+2r =0, = f(z)—= —f(2);
e O caminho C engloba z = —iez=1:

O =01 +2r e Or+2mr =0, = f(z)— f(2).
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Corte de ramificagcdo de 7(z) = vz2 +1

Re
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Corte de ramificagcdo de 7(z) = vz2 +1

Re
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